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Einleitung

In der elementaren Zahlentheorie wird der folgende, von Fermat gefundene Satz bewiesen:

Genau dann ist eine Primzahl p € N die Summe zweier Quadrate natlrlicher Zahlen, wenn
p =2 oder p=1mod4 ist.

Fermat untersuchte also, welche Primzahlen p von der Form p = x*+y* mitx,y € N
sind. Weitergehend fragte er nach Primzahlen der Form x2 + 2y* bzw. x?+ 3y? und fand
ahnliche Satze. Auch formulierte er den folgenden Satz:

Ist d e N keine Quadratzahl, so hat die Gleichung x? — dy? = 1 unendlich viele Lésun-
gen in ganzen Zahlen.

Nach diesen Beispielen ist es naheliegend, und geschah auch durch Lagrange und vor
allem GauR, folgende allgemeinere Fragestellung zu behandeln:

Wieviele Lésungen (x,y) € Z x Z hat die Gleichung ax* +bxy +cy’* = n mit gegebenen
abcnez?

Oder, damit verwandt:

Fur welche n e Z ist die Gleichung ax* +bxy +cy? = n mit vorgegebenen a,b,c € Z
ganzzahlig losbar ?

Diese Fragestellungen fuhren zur allgemeinen Theorie der bindren quadratischen Formen,
von der hier ein grundlegender und klassischer Teil behandelt wird. Die Behandlung ist
insofern elementar, als keine komplexe Analysis verwendet wird.

Eine binére quadratische Form ist ein Polynom (ber Z in zwei Unbestimmten X,y Uber Z
der Bauart f(x,y) = ax’+bxy +cy?. Gibteszun e Z u,v € Z mit f(u,v) = n, so sagt
man: ,, Die Form f stellt die Zahl n dar. “ D(f) = b?—4ac heiBt Diskriminante von f .
Binare quadratische Formen, von nun an einfach ,,Formen“ genannt, werden nach ihrer
Diskriminante klassifiziert. Der Gang der Untersuchung ist im Groben dieser:

Im ersten Kapitel werden diverse Begriffe eingeflihrt und einige einfache, aber fundamen-
tale Sachverhalte bewiesen. Zu gegebener Form f und gegebener ganzer Zahl n wird auf
der Menge aller Losungen von f(x,y) = n, d.h. auf {(uv) € Z x Z | f(u,v) = n} eine
Aquivalenzrelation definiert. Die Anzahl der Aquivalenzklassen wird als ,,Darstellungszahl
R(n,f) von n durch f ” bezeichnet. Obiger Fragestellung zufolge ist man an Aussagen uber
R(n,f) interessiert. Ferner wird mittels einer Aquivalenztransformation ein Aquivalenz-
begriff fir Formen eingefuhrt. Es stellt sich heraus, dal? fur Formen f, g gilt: Aus f ~ g
folgt D(f) = D(g) und R(n,f) = R(n,g) fir jedes n € Z. Das erste bedeutet, da man
jeder Aquivalenzklasse von Formen eine Diskriminante zuordnen und so von der
»Klassenzahl h(D) von Formen der Diskriminante D* sprechen kann. Das zweite besagt,
dal? man sich hinsichtlich der Bestimmung der Darstellungszahlen auf gewisse ,,typische
Vertreter* der Formenklassen beschrénken kann.

Im zweiten Kapitel werden fiir jede Diskriminante D solche Vertreter der Formenklassen
konstruiert und dadurch insbesondere die Endlichkeit der Klassenzahl h(D) gezeigt.



Durch gewisse der oben erwidhnten Aquivalenztransformationen wird eine Form f in sich
selbst Ubergefiihrt. Diese bilden die ,,Automorphismengruppe U(f) von f.“ Im dritten
Kapitel wird die Struktur dieser Gruppe geklart. Dabei wird die LOsungsmenge der
Pellschen Gleichung“ x* — Dy* = 4, D eine Diskriminante, bestimmt, was ein wichtiger
Spezialfall der Ausgangsfragestellung und daher auch fir sich selbst von Interesse ist.

Die Kapitel 4 und 8 bringen grof3e Schritte in Richtung auf die Berechnung von R(n,f).
Es werden namlich explizite Ausdriicke hergeleitet fur die ,,Gesamtdarstellungszahl
G(n,D) von n durch Formen der Diskriminante D.*“ Dabei handelt es sich um die Summe
der Darstellungszahlen R(n, f;) , wobei f; ein Reprasentantensystem der Formenklassen zur
Diskriminante D durchlduft. Insbesondere 1&Rt sich G(n,D) effizient berechnen.

Als unmittelbare Folge ergeben sich im flinften Kapitel Sétze, die die durchschnittliche
Gesamtdarstellungszahl einer naturlichen Zahl durch Formen der Diskriminante D, d.h. die

N
Grolie h!im %ZG(n, D) als identisch erweisen mit dem Wert einer gewissen L-Reihe
—> 0 n=1

an der Stelle 1.

In diesem Sinne einen Schritt weiter gehen die S&tze im sechsten Kapitel, die Formeln
liefern fir die durchschnittliche Darstellungszahl einer natlrlichen Zahl durch eine

N
gegebene Form f, d.h. fiir  lim %ZR(n,f) :
—> 0 n=1

Durch Verbindung der Resultate der Kapitel 5 und 6 wird schlieBlich in Kapitel 7 eine
Formel fur die Anzahl h(D) der Formenklassen der Diskriminante D erreicht.

Es ist festzuhalten, dal} zwar einige schéne und tiefliegende Sachverhalte bewiesen werden
(wie eben skizziert), die mit dem Ausgangsproblem in engem Zusammenhang stehen, aber
das Problem selbst nicht in voller Allgemeinheit gelost, d.h. keine Formel fur R(n,f)
erreicht wird. Man hat allerdings Formeln fir G(n,D) und h(D), und das reicht aus, um
R(n,f) in gewissen Fallen zu berechnen, denn fur manche Diskriminanten D ist h(D) = 1.

Grundlage der vorliegenden Arbeit ist eine Vorlesung von G. Kdéhler, die dem 88 ,,Binére
quadratische Formen* des Buches ,,Zetafunktionen und quadratische Korper* von D.B.
Zagier folgt. Diese Vorlesung wurde ausgearbeitet. Zagier beweist von den Satzen der
Kapitel 4, 5 und 6 nur jeweils den ersten, grundlegenden, denn er beschrénkt sich dort auf
fundamentale, d.h. quadratfreie Diskriminanten. Die Beweisargumente lassen sich aber
verallgemeinern, und Zagier gibt in Aufgaben dazu Anleitung. Diese Verallgemeinerungen
wurden durchgefuhrt und ergaben die weiteren Séatze der genannten Kapitel. Der im achten
Kapitel gegebene allgemeine Satz uber die Gesamtdarstellungszahl 1&Bt sich jedoch auf
diesem Wege nicht erreichen. Sein Beweis wurde einem Zeitschriftenartikel entnommen
und stark ausgearbeitet. SchlieRlich erfordern Formen mit quadratischer Diskriminante
eine eigene, wenngleich einfache Behandlung und werden von Zagier deshalb nicht
berucksichtigt. Dieser Randfall wurde tberall ergénzt.



1 Grundlegendes Uber bindre quadratische Formen

Definition 1.1 Ein Polynom f,y) = ax* +bxy +cy? in zwei Unbestimmten x,y mit
ganzzahligen Koeffizienten a,b,c heilt binare quadratische Form (kurz: Form).

Allgemein ist eine ,,Form* ein Polynom, bei dem alle Monome denselben Grad haben.
Dieser gemeinsame Grad ist hier 2, daher ,,quadratische Form.* Und die Anzahl der auftre-
tenden Unbestimmten ist ebenfalls 2, daher ,,bindre quadratische Form.*

a 1b\(Xx
In Matrixschreibweise ist ax? + bxy + cy? = (x y)(1b ch [yj
2

Jeder Form entspricht daher umkehrbar eindeutig eine Matrix aus Q % * 2 dieser Bauart.
Ferner entspricht jeder Form ihr Koeffiziententripel aus Z . Manchmal ist es giinstiger, mit
der zugehorigen Matrix oder dem zugehoérigen Zahlentripel zu operieren anstatt mit der
Form selbst. Der Zusammenhang wird ausgedrtickt durch die Schreibweise

1

2 2 a 3b . o
f(x,y) = ax“+bxy+cy” = (a,b,c) = (1b cj (lies = ,entspricht) .
2

1

A7 2P e v 2x2 : . T
Ist f =~ Q = T eine Formund L = B 5 eZ , S0 beschreibt Q” = LQL
2

3 (0‘ Yj(a %bj[a Bj B ( ao” + boty +cy® aoc[3+%b(oc6+By)+Cy8j
B 8)ub cJly 8)  \aap+ib(as+py)+cyd ap’ + bps + c8°

a by . . ,
v .| wiedereine Form f .
Eb c

Dabeiist f'(x,y) = (x Y)Q'(x y)' = (x YLQL'(x y)" = ((x y)L) Q ((x )L)T
f((x y)L) = f(ax+ By, yx+ dy) . Ferner gilt fur die Koeffizienten a’, b’, ¢’ vonf’:

a’ = ao® + bay + ¢y® = f(auy),
b’ = 2a0f + b(ad + By) + 2cyd = f(ay) + f(B.8) — fla—P.y—3),
¢’ = ap® + bps + ¢&® = f(B.5).

Man schreibt statt Q” = LQL' auch einfach f’ = Lf und sagt: ,,Die Matrix L tberfiihrt
die Form f in die Form f °. “ oder: ,,Die Form f geht durch Transformation mit der Matrix
L in die Form f’ Gber.*

Definition 1.2 Zwei Formen f und f * heiBen aquivalent (in Zeichen: f ~ f’), wenn eine
Matrix L e SL,(Z) existiert mit f* = Lf.



Weil SL,(Z) bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist, ist durch diese Erklarung in
der Tat eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Formen gegeben. Aquivalente Formen
verhalten sich hinsichtlich der Darstellung ganzer Zahlen gleich:

Proposition 1.3 Essei f’ = Lf mitL e SLy(Z)undn e Z. Durch (x y) — (x y)L™ ist
eine Bijektion von {(x,y) € Z x Z /f(x,y) =n} auf {(x,y) € ZxZ /f’(x,y) =n} gegeben.
Insbesondere ist die Anzahl der Losungen von f(x,y) = n gleich der Anzahl der Lsungen
von f’(x,y)=n.

Beweis: Esgelte f = Q und f’ = Q’ mit Q,Q’ € Q?*? . Nach Voraussetzung ist
Q =LQL". fxy) =n & XYQAx N =n o xYLQL) (xy) =n
e X YL (x L)' =n o f((x y)L™) = n. Also ist durch die obige
Zuordnungsvorschrift eine Abbildung von der Lésungsmenge von f(x,y) = n in die
Losungsmenge von f’(x,y) = n gegeben. Aus (x y)L™ = (x* y )L™ folgt (x y) =
(x* y’) durch Multiplikation mit L, somit ist die Abbildung injektiv. Sie ist auch surjektiv,
dennaus f’(x,y) = n folgt f((x y)L) = n durch eine analoge Umformung wie eben. ¢

Definition 1.4 Es sei f eine Form. Ein A € SL,(Z) mit Af = f heilst Automorphismus
von f. Die Menge aller Automorphismen von f wird mit U(f) bezeichnet.

U(f) ist ersichtlich eine Untergruppe von SLy(Z). Ist A € U(f) und n € Z , so ist durch
(x y) = (x Y)A™ eine Bijektion der L6sungsmenge von f(x,y) =n auf sich gegeben.

Definition 1.5 Zwei Losungen (x1 , y1) und (xz , y2) von f(x,y) = n heillen aquivalent,
falls ein A e U(f) existiert mit (X2, y») = (X1, y1)A™ . Die Anzahl der so auf der Lésungs-
menge von f(x,y) = n entstehenden Aquivalenzklassen heift Darstellungszahl R(n,f) der
ganzen Zahl n durch die Form f.

Weil U(f) eine Gruppe ist, ist durch diese Erklarung in der Tat eine Aquivalenzrelation auf
der Losungsmenge von f(x,y) = n gegeben. Der Sinn dieser Begriffsbildung liegt darin,
dal® R(n,f), wie sich herausstellen wird, stets endlich ist, wahrend die Anzahl der Lésungen
von f(x,y) = n unendlich sein kann.

Proposition 1.6 Sind f und f > &quivalente Formen, so sind U(f) und U(f *) konjugierte
Untergruppen von SL,(Z), und es ist R(n,f) = R(n,f’) fir jedesn € Z.

Beweis: Esgelte f ~ Q, f” = Q" und Q" = LQL" mit L e SLy(Z) . Dann gilt:
AcUf’) © AQA" = Q < LT'AQATLN? =0 < (L*AL)Q(L*AL)T =
Q © L'AL eU(f) & AcLU@L?. Also Uf’) = LUML™: U und U(f )
sind konjugiert.

Durch (x y) — (x y)L™ ist eine Bijektion von der Lésungsmenge von f(x,y) = n auf
die Losungsmenge von f’(x,y) = n gegeben. Es seien (X1,Yy:) und (X2,Y2) dquivalente
Losungen von f(x,y) = n, d.h. es gibt ein A € U(f) mit (X2, y2) = (X1, Y1)A™ . Wie



eben gezeigt wurde, ist A = L™A’L furein A’ e U(f’). (X2, y2) = (X1, y1)L (AL
ist gleichwertig zu (X, , y2)L™" = (x¢, y1)LY(A’)™, also sind (x1, y.)L™ und (x2, yo)L ™
aquivalente Losungen von f ’(x,y) = n. Die Argumentation 1aBt sich umkehren, denn f
und f ’ sind austauschbar. Es folgt R(n,f) = R(n,f’) . &

Man kann also jeder Aquivalenzklasse von Formen die allen ihren Elementen gemeinsame
Darstellungszahl von n zuordnen. Da man an R(n,f) interessiert ist, ist der oben einge-
fihrte Aquivalenzbegriff fir Formen somit sachgemaR.

Definition 1.7 Zu einer Form f = (a,b,c) = Q e Q ?*?heildt die ganze Zahl
D(f) =b? — 4ac = —4 Det(Q) die Diskriminante von f.

Offenbar ist D(f) = 0 mod 4 oder D(f) = 1 mod 4 . Aquivalente Formen haben wegen
Det(LQLT) = Det(Q) fiir L e SL,(Z) dieselbe Diskriminante. Man kann also jeder Aqui-
valenzklasse von Formen die allen ihren Elementen gemeinsame Diskriminante zuordnen
und so von der ,,Anzahl der Formenklassen der Diskriminante D* sprechen.

N . . D
Definition 1.8 EsseiD €Z mit D=0mod 4 bzw. D =1 mod 4. fo(xy) = x? — Zyz

2

bzw. fp(Xy) = x° + Xy + y 2 heit die Grundform zur Diskriminante D .

Offenbar ist fp(X,y) eine Form der Diskriminante D. Als Diskriminanten von Formen treten
also genau die ganzen Zahlen auf, die =0 mod 4 oder =1 mod 4 sind.

Essei f(x,y) = ax’+ bxy + cy’ eine Formund t = ggT(ab,c) der gréBte gemeinsame
Teiler der Koeffizienten von f . Offenbar teilt t jede von f dargestellte ganze Zahl, und t?
teilt die Diskriminante von f. Ist f* = Lf mitL e Z %*?, so teilt t alle Koeffizienten von
f *, denn diese lassen sich durch f ausdriicken. Aquivalente Formen haben daher denselben
Koeffizienten-ggT, und man kann jeder Aquivalenzklasse von Formen diesen allen ihren
Elementen gemeinsamen ggT zuordnen.

Definition 1.9 Eine Form mit teilerfremden Koeffizienten heif3t primitiv.

Zu jeder Diskriminante gibt es eine primitive Form, etwa die Grundform.

Lemma 1.10  Es sei D eine Diskriminante und t € N mit t | D . Es gibt ebensoviele
Formenklassen mit Diskriminante D und Koeffizienten-ggT t wie Formenklassen mit
Diskriminante D / t > und Koeffizienten-ggT 1.

Beweis: Ist f(x,y) = ax? + bxy + cy? eine Form der Diskriminante D mit Koeffizienten-

ggT t, so ist %f(x,y) = %xz + %xy + %yz eine primitive Form der Diskriminante =



Genau dann ist f * zu f aquivalent, wenn f’/t aquivalentistzu f/t,denn Q’=LQL" ist
gleichwertig mit %Q’ = L%QLT. Durch Klasse vonf — Klasse von %f ist somit eine
injektive Abbildung gegeben von der Menge aller Formenklassen mit Diskriminante D und

Koeffizienten-ggT t in die Menge aller Formenklassen mit Diskriminante tRZ und

Koeffizienten-ggT 1. Die Abbildung ist auch surjektiv, denn ist g eine primitive Form der

Diskriminante R so ist tg eine Form der Diskriminante D mit Koeffizienten-ggT t. ¢

Man beachte, daf in der Situation des Lemmas D /t* keine Diskriminante zu sein braucht,
denn diese Zahl kann durchaus =2 mod 4 oder =3 mod 4 sein. Genau dann gibt es keine
Form der Diskriminante D mit Koeffizienten-ggT t.

Definition 1.11 Eine Form f heil3t positiv definit bzw. negativ definit , wenn fir alle
(xy) eZxZ, (xy) =(0,0), gilt f(x,y) > 0 bzw. f(x,y) <O.

Proposition 1.12 Eine Form mit negativer Diskriminante ist entweder positiv definit oder
negativ definit, je nachdem, ob der erste Koeffizient positiv oder negativ ist. Und eine
Formenklasse negativer Diskriminante besteht entweder nur aus positiv definiten oder nur
aus negativ definiten Formen.

Beweis: Sei f(x,y) = ax®+ bxy + cy? eine Form mit D(f) = b®—4ac<0.Esist a #0.

b ) by’ 4acy?
: , 2 2 _ | fays 2yl _ -
Sei a>0.Dannist f(x,y) = ax” + bxy + cy —( ax+2,—ayj 4a 43

2
D(f
(\/Ex + %y} - ( )yz > 0 foralle x,y € Z mit (x,y) # (0,0) . f ist positiv definit.

4a
b YV b?? 4acy’
Sei a< 0. Indiesem Fall ist f(x, = —( —-ax — j + + =
(xy) oz’

—4a 4a

b ¥ D) , ) _ o
—(\/—_ax "ol a yJ - Ta y® < 0 furallex,y € Z, (x,y) # (0,0). f ist negativ definit

Sei f* = ax’+b'xy+c’y* = Lf mit L = ( j € SLy(Z).Dannist aa’ = a f(a.y)

a v
B o
= a(@d® +boy + ) = (aw)® + by(aa) + acy’ = (aa+iby)’ - D(f)y? > 0,
d.h. aund a’ sind entweder beide positiv oder beide negativ. Also sind f und f * entweder
beide positiv definit oder beide negativ definit. ¢

Man sieht leicht, dal? durch Klasse von f — Klasse von —f eine Bijektion gegeben ist
von der Menge aller positiv definiten auf die Menge aller negativ definiten Formenklassen
einer vorgegebenen negativen Diskriminante D. Dabei werden primitive Klassen auf



primitive Klassen abgebildet. Es gibt also ebensoviele (primitive) positiv definite wie
(primitive) negativ definite Formenklassen der Diskriminante D.

Definition 1.13 Es sei D eine positive bzw. negative Diskriminante. Die Anzahl der
primitiven bzw. der primitiven und positiv definiten Formenklassen der Diskriminante D
heilt Klassenzahl h(D) von D .

Da es zu jeder Diskriminante D eine primitive bzw. primitive und positiv definite Form
gibt (beispielsweise die Grundform), ist h(D) > 0 . h(D) wird sich als endlich herausstellen.
h(0) bleibt zunachst undefiniert. Wenn man naheliegenderweise h(D) = 0 setzt firD € Z
D keine Diskriminante, so erhalt man unter Verwendung von Lemma 1.10, falls D # 0 eine
Diskriminante ist:

Gesamtzahl der Formenklassen zur Diskriminante D = Z Anzahl der Formenklassen
teN ,t?|D
) .. . D
mit Koeffizienten-ggT t zu D = Z Anzahl der primitiven Formenklassen zu e =
t*|D

Zh(tgz) firD>0 bzw. 2Zh(t22) firD<0.

t?[D t?|D

Damit ist die Gesamtklassenzahl zuriickgefuhrt auf die primitive Klassenzahl h(D).

Definition 1.14 Es sei D =0 eine Diskriminante und n = 0 eine ganze Zahl. Die Menge
{fi,fo, ..., fhoy} sei flir D >0 ein Reprasentantensystem der primitiven Formenklassen
zur Diskriminante D, fir D < 0 und n > 0 ein Reprasentantensystem der primitiven und
positiv definiten Formenklassen zur Diskriminante D, flir D < 0 und n < 0 ein Reprasen-
tantensystem der primitiven und negativ definiten Formenklassen zur Diskriminante D.

h(D.

Dann heifit GP(n,D) = 2 R(n, f,) die Gesamtdarstellungszahl von n durch primitive
i=1

Formen der Diskriminante D .

Da fur D < 0 die negativ definiten Formen ein positives n und die positiv definiten Formen
ein negatives n nicht darstellen kénnen, ist GP(n,D) einfach die Summe der Darstellungs-
zahlen von n durch primitive Formenklassen der Diskriminante D. GP(0,D) und GP(n,0)
bleiben zunéchst undefiniert.

Es bezeichne G(n,D) die Gesamtdarstellungszahl von n durch beliebige Formen der
Diskriminante D, d.h. die Summe der Darstellungszahlen von n durch beliebige
Formenklassen der Diskriminante D. G(n,D) &Rt sich auf GP(n,D) zurlckspielen durch

6mD) = Y epr D,

H
teN,t?|D t

Erstens ndmlich korrespondieren nach Lemma 1.10 die Formenklassen mit Koeffizienten-
ggT t zur Diskriminante D durch Klasse von f — Klasse von f / t bijektiv mit den
primitiven Formenklassen zur Diskriminante D / %, und zweitens ist in dieser Situation



R(n,f) = R(n/t,f/t), denn offenbar besitzen f und f/ t dieselben Automorphismen, und
f(x,y) = n und f(x,y) /t = n/t haben dieselben Ldsungen.

Es sind jetzt alle im Rahmen dieser Untersuchung wichtigen Begriffe eingefuhrt. Man
beachte, dalR bisher weder fur die Klassenzahl h(D) noch fir die Darstellungszahl R(n,f)
die Endlichkeit gewéhrleistet ist. Davon werden aber die angegebenen Identitdten bei
geeigneter Interpretation nicht beruhrt. Weiterhin war berall zu sehen, dall man sich bei
der Untersuchung von Formen auf primitive Formen beschranken kann.

Lemma 1.15 Genau die Formen, deren Diskriminante eine Quadratzahl ist, zerfallen im
Polynomring Z[x,y] in Linearfaktoren.

Beweis: Essei f(x,y) = ax?+ bxy +cy’ eine Form der Diskriminante m? , m € Ng . Ist
a = 0, so zerféllt f(x,y) = (bx +cy)y offenbar in Linearfaktoren. Sei a = 0. Dann ist

b+my)(ax+ b-m

f(x,y) = %(ax+ y) . Esist b>=m?mod 4, also b=m mod 2, so

2 2

daf3 b+m und b—2m ganze Zahlen sind. Ihr Produkt ist wegen ac =

2

ein Viel-

. . . b+m . .
faches von a . Daher gibt es ganze Zahlen r,s so, dal3 r ein Teiler von i , S ein Teiler

b—m und a = rs ist. Alsoist f(x,y) = (sx+ b;m y)(rx + b;sm

von y) inZ[xy].

Es sei nun umgekehrt f(x,y) eine Form, die in Z[x,y] in Linearfaktoren zerfallt, d.h. f(x,y)
= (IX+sy+t)(ux +vy+w) mit rstuvweZ.Esist tw = 0,d.h. t=0 oder w=0.
Sei etwa w = 0 . Daraus folgt weiter tu=tv=0,also t=0 oder u=v=0.1Im
letzteren Fall ist f die Nullform und hat somit die Diskriminante 0. Im ersteren Fall ist
fx,y) = (IX+sy)ux+vy) = rux’ + (rv+su)xy + svy* und hat also die Diskrimi-
nante (rv+su)®> —4rsuv = (rv—su)? . In jedem Fall ist D(f) ein Quadrat. &

Formen mit quadratischer Diskriminante spielen also eine Sonderrolle, was im weiteren
Verlauf entsprechende Fallunterscheidungen erfordern wird.
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2 Die Endlichkeit der Klassenzahl

Satz 2.1 Es sei D eine Diskriminante, aber keine Quadratzahl. Dann gibt es nur endlich
viele Aquivalenzklassen von Formen der Diskriminante D.

Beweis: f(x,y) = ax? + bxy + cy® sei eine Form der Diskriminante D. f stellt von Null
verschiedene ganze Zahlen dar. Unter allen diesen Zahlen sei a’ eine dem Betrage nach

minimale. Seien o,y € Z mit a’ = f(a,y) . f( o Y = 2

) ) T =, o
99T(ct,y) 99T (e, v) (99T (e, 7))*
also ggT(a,y) = 1 wegen der Minimalitdt von a’. Es gibt B,0 € Z mit ad—-By = 1.

Sei f'(xy) = a'x?®+b’xy + c’y? definiert durch f’ = (g Q f. fist zu f daquivalent

und sein erster Koeffizient a’ = f(a,y) ist das a’ von eben. Man dividiert b’ mit Rest
durch 2a’ und erhélt b’ = 2a’n+Db’” mit nb>> € Z und —a’| < b’ < |a’|.

1

Sei f’(x,y) = a”’x*+b’’xy + c”’y? definiert durch f** = ( i

0

Jf’. f 7 ist zu f &qui-
valent und sein zweiter Koeffizient b’> = 2a’(—n) + b’ ist das b’’ von eben. 2>’ = f’(1,0)
=a’, also |b’| < |a”’|. ¢” = f’(—n,1) wird von f’ dargestellt, also auch von f , und ist
nicht Null, denn D = (b’")? —4a’’c’’ ist kein Quadrat. Wegen der Minimalitat von a’ ist
somit |a’| < |c’’| und insgesamt gilt |b>’| < ]2’ < |¢”’|.

Resultat: Jede Form der Diskriminante D ist &quivalent zu einer Form f = (ab,c) mit
Ib| < |a| < |c|. Dannist |D| = |b?—4ac| > 4fallc|—|b]* > 4lalja] —[a* = 3a* ,also

f D
la] < % . Es existieren offenbar nur endlich viele Tripel (a,b,c) ganzer Zahlen, die den

f D z_
Bedingungen |a] < % , |b] < Ja ,c = b4aD genigen, also nur endlich viele

Formen der Diskriminante D, deren Koeffizienten die obigen Ungleichungen erfillen. ¢

Satz 2.2 Essei m e N. Dann gibt es genau m Aquivalenzklassen von Formen der Diskri-
minante m?. Sie werden reprasentiert durch die Formen ax? + mxy mit a e{1, ... ,m}.

Beweis: Es sei f eine primitive Form der Diskriminante m? . Nach 1.15 zerfallt f in lineare
Faktoren: f(x,y) = (rx +sy)(ux +vy) mit rss,uv e Z,ggT(r,s) = ggT(u,v) = 1. Dann
ist m? = (rv—su)®,also [rv—sul = m.Esgibt a,y € Z mit au+yv = 1.

. o Y
Essei f’= (v _UJ f. f’(xXy) = flax + vy, yx —uy) = (r(ax +vy) + s(yx — uy))
(u(oX + vy) + V(yX —uy)) = ((ra.+ sy)X + (rv — su)y)(—x) = —(ra.+ sy)x* — (rv —Su)xy .

f * ist also von der Bauart ax®+ mxy . Dabei ist ggT(a,m) = 1, denn dquivalente Formen
haben denselben Koeffizienten-ggT. Es sei f '(x,y) = ax? — mxy . Es gibt o,y € Z mit
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(0

oa—ym = 1,undsetztman f”’ = ( Qf’,so ist f’(x,y) = f’(oax +my, yX + ay)

m
= (ax + my)(@(ox + my) — m(yx + ay)) = (ox +my)x = ax’+ mxy mit ggT(a,m) = 1.
Man darf also annehmen, daB f’(x,y) = ax? + mxy ist.

0 1
gix,y) = F’(X, yx+y) = (ax+m(yx +y))x = (a+ym)x2 + mxy.ggT(@+ym,m) =1.

1
Es gibtein y € Z so, dal a+ym e {1, ... ,m} ist. Setzt man g = ( yjf ’, S0 ist

Resultat: Jede primitive Form der Diskriminante m? ist aquivalent zu einer der Formen
ax + mxy mit a {1, ..,m} und ggT(am) = 1. Es gibt, wenn ¢ die Eulersche Phi-
Funktion bezeichnet, genau ¢(m) derartige Formen. Diese sind paarweise indquivalent:

(0
Sei f(xy) = ax’+mxy &quivalentzu f’(x,y) = a’x*+mxy durch f’ = (B gf

Dannist a’ = ac®+may, m = 2aap +m(ad +By), 0 = ap?>+mps und od — Py = 1.
mo
Waire B = 0,sowdre ap +mdé = 0,also a = —? und m = -2mad + mad + mPy

= —m , was falsch ist. Folglichist f=0,also o = & = +1 und daher @’ = a+my, d.h.
a’=amod m . Das war zu zeigen.

Es gibt somit genau ¢(m) primitive Formenklassen der Diskriminante m? : h(m?) = @(m)
(siche Definition 1.13). Die Gesamtzahl der Formenklassen zur Diskriminante m? ist

2 2
> h(T_Z) = Zh((?) ) = Z(p(?) = > ¢(t) = m nach einem bekannten
teN t°|m? tjm tm t|m

Satz Uber die Phi-Funktion. Es gibt also genau m Formenklassen der Diskriminante m?.
Sie werden reprasentiert durch die Formen ax® + mxy mit a € {1, ..., m}, denn diese
sind nach der eben durchgefiihrten Uberlegung paarweise indquivalent. ¢

Satz 2.3 Es gibt unendlich viele Aquivalenzklassen von Formen der Diskriminante 0. Sie
werden reprasentiert durch die Formen ax?,a e Z.

Beweis:  Fiir jedes a € Z ist ax® eine Form der Diskriminante 0. Weil &quivalente
Formen denselben Koeffizienten-ggT haben, sind ax? und a’x® fiur a’ = a nicht
aquivalent. Fur a € N stellt ax® positive Zahlen dar, —ax®> hingegen nicht, und deshalb
sind ax? und —ax® nicht aquivalent.

Es sei f eine primitive Form der Diskriminante 0. Nach 1.15 ist f(x,y) = (rx + sy)(ux +
vy) mit r,s,uv e Z,ggT(r,s) = ggT(uv) = 1.Esist (rv—su)®> = 0,also rv = su.rist
ein Teiler von su, also ein Teiler von u, und u teilt umgekehrt rv, also r. Somit ist u = +r
und ebenso v = +s. Es giltentweder u=r,v =s oder u = —-r,v = —s . Folglich ist
f(x,y) = +(rx+sy)* .

kK+s 1-r
Esgibtk|l e Zmit kr+1Is = 1.Sei f’ = (a’,b’,c’) gegeben durch f’=( s " jf-

Dann ist f * zu f dquivalent und es gilt a’ = f(k +s,1—r) = £(kr +rs+1Is—rs)®> = +1,
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¢’ =f(-s,r) =0 und b’ = 0 wegen D(f’) = 0. Somit ist f entweder zu x* oder zu
—x? aquivalent, so daR es genau zwei primitive Formenklassen der Diskriminante 0 gibt.
Mithilfe von Lemma 1.10 folgt weiter, daB fir jedes a € N genau zwei Formenklassen mit
Koeffizienten-ggT a zur Diskriminante 0 existieren. Diese werden offenbar durch ax? und
—ax’ reprasentiert. Nur genau die Nullform hat Koeffizienten-ggT 0. ¢

Wie das obige Représentantensystem zeigt, stellt eine Form der Diskriminante O nur nicht
negative oder nur nicht positive Zahlen dar, ist also ,,positiv semidefinit* oder ,,negativ
semidefinit*. Die Situation ist dhnlich wie bei negativen Diskriminanten, und daher ist es
sinnvoll, die Klassenzahl h(0) zu definieren als die Anzahl der primitiven, positiv semi-
definiten Formenklassen der Diskriminante 0. Damit ist h(0) = 1.

Die Satze 2.2 und 2.3 liefern fur quadratische Diskriminanten die Klassenzahl und ein
Reprasentantensystem der Klassen. Diese Aufgaben sind fur nicht quadratische Diskrimi-
nanten viel schwieriger zu l6sen. Kapitel 7 bringt als AbschluB tiefer Untersuchungen
Formeln fir die Klassenzahl in diesem Fall. Die Reduktionstheorie quadratischer Formen,
die hier nicht behandelt wird, liefert effiziente Algorithmen zur Gewinnung eines
Reprasentantensystems der Formenklassen einer gegebenen Diskriminante. Die Formen,
die den in Satz 2.1 gefundenen Bedingungen genigen, sind zu festem D zwar einfach
aufzustellen, bilden jedoch im allgemeinen kein solches System, denn sie sind nicht
notwendig paarweise indquivalent.
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3 Die Automorphismengruppe

Es soll die Automorphismengruppe U(f) einer gegebenen Form f ermittelt werden. Da f
und tf fir jedest € N dieselben Automorphismen haben, reicht es aus, primitive Formen
zu betrachten.

Satz 3.1 Essei f(xy) = ax? +bxy +cy? eine primitive Form der Diskriminante D.
Z(t—bu) au
-cu  Z(t+bu
sog. Pellschen Gleichung t? —Du? = 4 auf die Automorphismengruppe von f gegeben.
tt, +Duu, tu, +t2u1j
2 )
Bijektion ein Gruppenisomorphismus. Fur die Struktur von U(f) gilt:
Uff) zz,2z furb < 4,U(f) zz2/42 fuirD = 4,U(f) zz/6Z firD = 3,
Uff) =z (Z/22)xZ firD = 0,U(f) =z Z/2Z fir quadratischesD >0 und U(f) =

(Z /2Z) x Z fir nichtquadratisches D >0 .

Dann ist durch (tu) — ( )J eine Bijektion von der Lésungsmenge der

wird diese

Mit der Vereinbarung (t1, up) #* (tz , Uu)) = (

Die Struktur von U(f) hangt also nur von der Diskriminante von f ab, und U(f) ist endlich
fiir negative und unendlich fiir positive nichtquadratische Diskriminanten.

Beweis: Es sei zunéchst D kein Quadrat.

o
1) Essei A = [ Q ein Automorphismus von f . Dann ist a = ao® + boy + ¢y*,

b = 2a0f + b(ad+By) + 2¢y5, ¢ = ap?+bpd+cd® und ad—Py = 1.

2(a0f + bPy +cyd) = 2bPy+b—b(ad+Py) = 2bBy + b(ad—Py) — b(ad+Py) = 0
also aofy + bpy+cyd = 0.

Ba = Pac’+bay+cy?) = ofaof +bpy) + cpy’ = —cayd + ¢y’ = cy(By — od)

= —cy, also % = —%. Man beachte, daR weder a noch ¢ Null sein kdnnen, denn D ist

kein Quadrat. (o —8)c = a(ap®+bpd+cd?) — 8¢ = P(aoP +bad) + cad® — ¢ =

B(aap +bad) + cpyd = P(aap +cyd) + boafd = —bp% + bapd = bp, und somit

P07 % Y G b0 und o = 5,1 = B g b = 0. In jedem Fall ist
c b a a c

Y Y

8 Z, denn fist primitiv, d.h. esist ggT(a,b,c) = 1. Setztman u = 4 und t = o+,

i(t-bu au
so ist (2(—cu ) l(t+bu)] = (E Q und 1(t*-b%u?)+acu’ = ad-Py =1
2

also t* —Du® = 4. A ist von der im Satz angegebenen Form.



14

I1.) Es seien nun umgekehrt t,u € Z mit t* — Du® = 4. Setze o = 1(t—bu) , p = —cu,
y =au, & =3(t+bu) .B,y e Zistklar. Ist D=0 mod 4, so sind b und t gerade und
daher o,6 € Z. Ist D=1 mod 4, so ist b ungerade und t=u mod 2, also wieder o6 € Z.

ad - By = 1(t* —b’u®)+acu® = i(t*-Du®) = 1, folglich ist (g Q e SLy(2).

ao” + bay + ¢y* = la(t® - 2btu+b?u?) + ib(atu —abu?®) +ca’u’ = lat?

ca’u’ = la(t®-Du®) = a.

- lab®u® +

2aap + b(ad + By) + 2cyd = a(beu® —ctu) + b((t* - b??) —acu?) + c(atu + abu?)
= abcu® + 1b(t? —b%u?) (= Lib(t*-Du?) = b.

ap® + bpd +¢cd® = ac’u’ — bcui(t+bu) + Lc(®+2btu+b*?) = ac’u® — icb®u® +
ict? = ic(P-Dud) =c.

oy 3 (t—bu) au . . . .
= ist also ein Automorphismus von f . Zu verschiedenen
B o —cu S (t+bu)
Y

Losungen der Pellschen Gleichung gehoren verschiedene Automorphismen, denn u = a

b . . .
und t = 2o+ bu = 20 + EY . Somit ist durch die im Satz angegebene Zuordnung in der

Tat eine Bijektion von der Lésungsmenge der Pellschen Gleichung auf U(f) gegeben.

I11.) Es seien (t; ,u1) und (t, ,u) Lésungen von t*— Du? = 4. Die zugehdrigen Automor-
%(tl_bul) au, )] und (%(tz_buz) au,

j . Deren
—Cu, 2(t, + bu,

phismen von f sind ( .
—Cu, +(t, +bu,)

%(tltz +Duyu, - btlu2 - thUl) %a(tlu2 + t2u1)

Produkt ( . .
—5c(t,u, +t,u,) +(tt, + Duyu, + bt,u, + bt,u,

)) ist auch aus
U(f), also gehort dazu eine Losung (t,u) € Z x Z der Pellschen Gleichung. Andererseits
aber korrespondiert mit dieser Matrix bzgl. der im Satz angegebenen Zuordnung das Paar
t,t,+Duu, tu,+t,u,
2 ’ 2
auch eine injektive Abbildung von Q x Q in Q**? gegeben ist, ergibt sich daraus
t,t,+Duwu, tu,+t,u t,t,+Duwu, tu,+t,u
(tu) = (”+2 = 2; 1) Durch (ty ,up) * (t2 Up) = (”+2 = 2; =)
ist also eine zweistellige Operation auf der Ldsungsmenge der Pellschen Gleichung
gegeben. Die Zuordnung ist bzgl. dieser Verknipfung und der Matrizenmultiplikation
homomorph und wird so zu einem Gruppenisomorphismus. U(f) ist abelsch, denn = ist
offenbar kommutativ. Da die Lésungsmenge von t> — Du®> = 4 samt der Verkniipfung *
nur von D abhdngt, haben alle primitiven Formen der Diskriminante D isomorphe
Automorphismengruppen.

) € Q x Q. Weil durch die Zuordnungsvorschrift ersichtlich
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IV.) Um die Struktur von U(f) flr die einzelnen Diskriminanten zu kléren, soll nun die
Losungsmenge der Pellschen Gleichung untersucht werden. Da die auf dieser Menge
erklarte Multiplikation wenig handlich ist, wird ein weiterer Gruppenisomorphismus einge-

t+uvD
fiihrt, Betrachte  : {(tu) € Zx Z |~ D? = 4} — C durch y(({tu) = — 2‘/_.

Weil D kein Quadrat ist, ist ~/D irrational. Daher ist v injektiv und durchweg ungleich 0.
t,t,+Duu, tu,+t,u, 1
W((ty,u) * (t2 ,U2)) = w(( )) = 2 (tatz + DUt + (tatz + tug) VD)

2 ’ 2
t,+u~D t,+u,/D

= = 21 — 22 = y((t1,u1) - w((t2 ,U2)) -
Somit ist  ein injektiver Homomorphismus von ({(tu) € Zx Z |t*— Du? = 4}, *) in

. t+uvD
(C{0},-).Setze Ep = Bildy = { 2\/_
U(f) isomorphe Untergruppe von (C\{0}, - ). Damit liegt U(f) in einer Gestalt vor, die fiir
viele Zwecke giinstiger ist: Statt ganzzahliger 2 x 2 - Matrizen werden komplexe Zahlen
multipliziert.

ItueZ,?—Du? = 4}. (Ep, - ) isteine zu

V.) Essei D<-4.Dannist —-Du?> 4 fiiru=0, also hat t* — Du® = 4 nur die trivialen
Losungen (2,0) und (-2,0) . Ep = {1, —1} ist die Menge der zweiten Einheitswurzeln.
Somit ist U(f) isomorph zu Z/2Z .

Essei D = —4 .t +4u® = 4 hat genau die Lésungen (2,0) , (-2,0) , (0,1) und (0, —1).
Ep = {1, -1, 1, —i} istdie Menge der vierten Einheitswurzeln im Komplexen, folglich ist
U(f) isomorphzu Z/4Z .

Essei D = —3.t%+3u? = 4 hat genau die L6sungen (2,0), (-2,0), (1,1), (1, -1), (-1,1)

und (-1, -1) . Ep = {1, -1, 1+2'\/§, 1_2'\@, —1+2|\/§’ _1_2'\@} ist die Menge der

komplexen sechsten Einheitswurzeln, also ist U(f) isomorph zu Z/6Z.

Esseinun D>0.Dannist +/D reell und daher Ep eine Untergruppe von (R\{0},-).Da
die Pellsche Gleichung stets die trivialen Lésungen hat (dem entspricht, daB jede Form die

0

Auch Ep" = {& € Ep| &> 0} ist eine Untergruppe von Ep , und offenbar ist Ep das innere
direkte Produkt dieser beiden Untergruppen: Ep = {1, -1} x Ep" . Es ware nun denkbar,
daB Ep® = {1} ist, d.h. daR die Pellsche Gleichung nur die trivialen Losungen besitzt.
Dal dies nicht der Fall ist, wird erst in Kapitel 6 gezeigt werden und muf3 an dieser Stelle
einfach zur Kenntnis genommen werden.

t+uvD 2

Es sei ¢ = 5 e Ep'. Annahme: t < 0. Dannistu >0 .¢?* = =

t+uvD
Zg— UD“ ?) = t_;“ D < 0,also ¢ ¢ Ep" : Widerspruch. Folglich ist t>0.
—Du

10 0
Automorphismen (O J und ( J besitzt) , ist {1, —1} eine Untergruppe von Ep .
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t+uJD g t—uJD
2 2

Weitergilt: ¢ > 1 < e>¢! < S u>-U < u>0.

t +uvD 1+4/5
> > > >

t,u € N impliziert S.Also: e>1 © tu>0 < ¢> g

Seien nun g, & € Ep mit 1 <eg; <eg. Dann ist & >1 und & e Ep, also ] > E
€ € €

Es folgt &, —&; > 1g >3 . Die Menge {& € Ep| &> 1} ist nicht leer, weil Ep™ nicht

trivial ist, und besitzt keinen H&ufungspunkt in R, weil irgend zwei verschiedene ihrer

Elemente mindestens den Abstand 2 haben. Sie hat also ein kleinstes Element ep . Dieses

wird als Grundeinheit zur Diskriminante D bezeichnet. Ist ¢ € Ep mit & > 1, so gibt es

einn e Nmit g} < ¢ <gl* ,also 1< in < ¢gp, also e} = ¢ wegen der Minimalitét
€p

von gp . Daherist Ep” = {&} |n e Z} undfolglich Ep = {1, -1} x{el [IneZ} =

(Z/2Z)x Z, also ist U(f) isomorph zu (Z/ 2Z) x Z . Damit ist der Satz fur nichtquadra-

tische Diskriminanten (bis auf eine in Kapitel 6 zu schlieende Liicke) bewiesen.

VL) Nunsei D = m? mitm e N. Dann ist f nach Satz 2.2 aquivalent zu einer Form der

a
Bauart ax’ + mxy mit a € {1, ..., m}. Es sei (B g ein Automorphismus dieser Form.

Dannist a = ac®+may, m = 2aof + m(ad +Py), 0 = ap>+mpBd und 1 = ad — Py.

Annahme: B =0 . Dannist ap + mé = 0,also a = _md . m = 2aaf + m(ad + By) =

—2mad + mad + mPBy = —m : Widerspruch. Somitist 3 =0, also o =06 =+1. Weiter
folgt a = a+my, d.h. y=0.ax*+ mxy besitzt also nur die trivialen Automorphismen.

Da die Automorphismengruppen dquivalenter Formen isomorph sind, hat auch f nur diese
Automorphismen. Andererseits hat die Pellsche Gleichung t* — m?u®> = 4 auch nur die
trivialen Losungen: (t — mu)(t + mu) = 4 impliziert t+ mu e {-4, -2, -1, 1, 2, 4}.
Annahme: t—mu = +4 . Dannist t=mumod4,also t+mu = 0mod 2 und somit
(t— mu)(t+ mu) = 0 mod 8: Widerspruch. Zu demselben Widerspruch fiihrt die Annahme
t+mu =+4.Also t+mu =t—-mu = £2. Injedem Fall ist 2mu = 0, also u=0 und
folglich t = +2 . Damit ist der Satz fiir positive quadratische Diskriminanten bewiesen.

VI1.) Schlielichsei D = 0.

1. Fall: a=0,c=0.Dann gehen die Beweisteile I.) , 11.) und I11.) glatt durch, so dalk die
Automorphismengruppe von f in der angegebenen Weise isomorph ist zur Losungsmenge
der Pellschen Gleichung. Die Struktur von U(f) ist dieselbe wie im nachfolgenden Fall, da
f nach Satz 2.3 zu x* oder zu —x? &quivalent ist.

Q e U(h.

ad — Py, gleichwertig =0 und

2.Fall: ¢c=0.Dannistauch b=0 und somit f(x,y) = +x*. Essei A = (g

Dannist +1 = +a?, 0 = +20f, 0 = +p% und 1
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I

1 10y (-1 0). (1
oa=5=+1,dh. U(f):{i(o ?JH(GZ} {(0 1)’(0 _J}x{[o HWGZ}

~ (Z/2Z) x Z . Die Pellsche Gleichung t? —0u® = 4 besitzt {(2,u), (-2,u) |u € Z} als
tu d (2 -1 #u
0 1 und (-2,u) —> 0 -1

angegebenen Zuordnung, womit die bijektive Korrespondenz zwischen der Automorphis-
mengruppe von f und der Losungsmenge der Pellschen Gleichung erwiesen ist. Teil 111.)
geht auch hier glatt durch, so daf man die Gruppenisomorphie erhélt.

Losungsmenge. Es gilt (2,u) — bzgl. der im Satz

3. Fall: a=0. Dieser Fall ist zum vorhergehenden analog. ¢

Interessiert man sich also fur die Automorphismengruppe einer gegebenen, 0.B.d.A. primi-
tiven Form f, so kann man aus Satz 3.1 unmittelbar die Struktur von U(f) ablesen. Will
man dariiber hinaus U(f) explizit bestimmen, so hat man die Gleichung t* — Du?* = 4
vollstandig zu l6sen, wobei D die Diskriminante von f ist. Das ist fiir negatives und fur
quadratisches D einfach und im Beweis des Satzes schon geschehen. Schwieriger ist die
Situation, falls D positiv und kein Quadrat ist. In diesem Fall hat die Pellsche Gleichung
positive Losungen, d.h. Lésungen (t,u) € N x N (das ist noch zu zeigen). Unter diesen sei
(to ,up) die kleinste, d.h. diejenige mit minimalem t (und damit auch mit minimalem u).
Zur Bestimmung dieser Minimallésung gibt es effiziente Algorithmen. Aus Beweisteil V.)

t D .. . o o .
geht nun hervor: ﬂ ist die Grundeinheit ep zur Diskriminante D, und mit der
Vereinbarung ¢, = # = g5 furn e N sind (t,,un) , n € N, alle positiven

Losungen der Pellschen Gleichung. t, und u, lassen sich wegen €, = ¢ep en.1 rekursiv
tDtn—1+ DuDun—l tDun—l-l_tn—luD

berechnen durch t, = 5 und up = >
Sie lassen sich aber auch explizit in Abhangigkeit von n ausdriicken: t, = %
, th-uD o ol = o4 (ed) = [tD +uD\/5] .\ (tD —uD\/BJ und
2 2 2
—_ -1 ! - "
g = &8 _ 1 (tD+uD‘/Bj _ 4 [tD UD‘/BJ . So erhalt man eine
JD JD 2 JD 2

Parameterdarstellung der Losungsmenge der Pellschen Gleichung und damit von U(f).
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4 Die Gesamtdarstellungszahl (1)

Das vielleicht wichtigste und jedenfalls schwierigste der in dieser Arbeit behandelten Pro-
bleme ist die Gewinnung expliziter Formeln fiir die Gesamtdarstellungszahl GP(n,D) der
ganzen Zahl n durch primitive Formen der Diskriminante D. Insbesondere 143t sich diese

Zahl dann leicht berechnen. Wegen des Zusammenhangs G(n,D) = Z GP(%,EZ)

teN,t?|D
(siehe Definition 1.14) hat man damit auch die Gesamtdarstellungszahl G(n,D) von n durch
beliebige Formen der Diskriminante D. Bevor das Problem in Angriff genommen werden
kann, mussen allerdings diverse Hilfsmittel bereitgestellt werden. Der Stoff wurde wegen
seines Umfangs auf zwei Kapitel verteilt.

o
Es seien x,y € Z und ( g € SL,(Z). Dann lassen sich aus ax + By und yx + 8y

p
dieselben ganzen Zahlen unter Verwendung ganzzahliger Koeffizienten linear kombinieren
wie aus x und y, denn k(ax + BY) + I(yx + dy) = (ko + ly)x + (kB + 18)y und umgekehrt
ist kx + 1y = (kd — ly)(ax + By) + (la — kKB)(yx + dy) . Daher ist insbesondere ggT(x,y) =

ggT(ox + By, yX + 8Y) .

Es sei f eine Form und n eine ganze Zahl. In Definition 1.5 wurde auf der Lésungsmenge
von f(x,y) =n eine Aquivalenzrelation eingefiinrt. Die eben angestellte Uberlegung zeigt,
daf? dquivalente Losungen denselben Komponenten-ggT besitzen. Jeder Losungsklasse 1aRt
sich also der allen ihren Elementen gemeinsame Komponenten-ggT zuordnen.

Definition 4.1 Die ganze Zahl n heil3t durch die Form f eigentlich dargestellt, wenn
teilerfremde ganze Zahlen x,y existieren mit f(x,y) = n. Die Anzahl der Aquivalenzklassen
von Losungen von f(x,y) = n, deren Komponenten teilerfremd sind, heift eigentliche
Darstellungszahl R*(n,f) von n durch f.

Sind f und f  &quivalente Formen, so ist nach Proposition 1.6 R(n,f) = R(n,f”) fur jedes
n € Z.Zum Beweis dieser Aussage wurde eine relationstreue Bijektion von der Losungs-
menge von f(x,y) = n auf die Losungsmenge von f’(x,y) = n angegeben. Man sieht
leicht, daR diese Bijektion den Komponenten-ggT nicht verandert, d.h. insbesondere
eigentliche Losungen auf eigentliche Losungen abbildet. Folglich gilt R*(n,f) = R*(n,f’)
fiir jedes n e Z, und man kann jeder Aquivalenzklasse von Formen die allen ihren Elemen-
ten gemeinsame eigentliche Darstellungszahl der ganzen Zahl n zuordnen.

Definition 4.2 Es sei D =0 eine Diskriminante und n =0 eine ganze Zahl. Die Summe der
eigentlichen Darstellungszahlen von n durch primitive Formenklassen der Diskriminante
D heift eigentliche Gesamtdarstellungszahl GP*(n,D) von n durch primitive Formen der
Diskriminante D. Die Summe der eigentlichen Darstellungszahlen von n durch beliebige
Formenklassen der Diskriminante D heil3t eigentliche Gesamtdarstellungszahl G*(n,D)
von n durch Formen der Diskriminante D.

GP( - ,D) lait sich auf GP*( - ,D) und G( - ,D) laRt sich auf G*( - ,D) zuriickfihren gemaf
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Lemma 4.3 Es sei D = 0 eine Diskriminante und n =0 eine ganze Zahl. Dann gilt:

GP(nD) = > GP*(-.,D) und G(D) = > G* (

teN,t?|n teN,t?|n

tz’

Beweis: Sei f eine Form und f(x,y) = n mit ggT(x,y) = t. Dannist f(x/t,y/t) = n/t’
und falls auch f(x’,y’) = n ist, so sind offenbar (x,y) und (x’,y’) genau dann aquivalent,
wenn (x/t, y/t) und (X’/t,y’/t) essind (siehe Definition 1.5). Man erhalt auf diese Weise
eine bijektive Korrespondenz zwischen den Lésungsklassen von f(x,y) = n mit Kompo-
nenten-ggT t und den Ldsungsklassen von f(x,y) = n/t® mit Komponenten-ggT 1. Also

ist R(nf) = ZR*( , T). Durchlauft nun f; ein Reprasentantensystem der primitiven

t?|n

Formenklassen der Diskriminante D, so ist GP(n,D) = > R(n,f) = > > R*( ey f)

|t\n

ZZR*( -, f) = ZGP*( , D). Die zweite Behauptung beweist man analog. ¢

tn i t?n

Das folgende Lemma ist nun der erste Schritt in Richtung auf die Bestimmung der Gesamt-
darstellungszahl. Ihm kommt eine zentrale Bedeutung zu, denn samtliche Sétze dieses und
des achten Kapitels beruhen letztlich auf der Untersuchung und Explizierung der hier ange-
gebenen ldentitat.

Lemma 4.4 Es sei D = 0 eine Diskriminante und n = 0 eine ganze Zahl. Dann ist
G*(n,D) = /{1 <b<2/n//b* =D mod 4n}/.

Beweis:
I.) Es geht los mit einer allgemeinen abzahltheoretischen Uberlegung.

Es sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von
G auf X ist eine Abbildungvon G x X in X, (g,X) — gx, mit g(hx) = (g - h)x furalle
g,h € Gundalle x e X und mit 1x = x fir alle x € X. Liegt eine Operation von G auf X
vor, so sagt man: G operiert auf X.

Ist das der Fall, so ist auf X eine Aquivalenzrelation gegeben durch: x ~ x’ genau dann,
wenn ein g € G existiert mit gx = x’ . Die Aquivalenzklasse Gx = {gx|g G} eines
festen x € X heil’t die Bahn von x. Die Menge aller Bahnen von G auf X wird mit X/ G
bezeichnet. Zu festem x e X ist die Menge Gy = {g € G| gx = x} offenbar eine Unter-
gruppe von G. Sie wird als der Stabilisator von x bezeichnet.

Es seien nun X und Y Mengen, und die Gruppe G operiere sowohl auf X als auch auf .
Dann operiert G vermége g(x,y) = (gx,gy) auch auf X x Y. Es sei S eine Teilmenge von
X x Y, die unter der Operation von G invariant bleibt, d.h. die die Vereinigung gewisser
Bahnen von G auf X x Y ist. Dann operiert G auch auf S. Es sollen die Bahnen von G auf
S in besonderer Weise abgezahlt werden.

Es seien (x,y) und (x’,y’) € S mit (X,y) ~ (x’,y’) . Dann gibt esein g € G mit (xX’,y’) =
a(x,y) = (gx,gy) , also gilt insbesondere x’ = gx . Liegen also (x,y) und (x’,y’) in dersel-



20

ben Bahn von G auf S, so liegen x und x’ in derselben Bahn von G auf X. Somit ist durch
Bahn von (x,y) € S — Bahnvon x € X eine Abbildung von S/ G in X / G gegeben.
Zu vorgegebenem x € X lautet nun die Frage: Wie oft kommt die Bahn von x als Bild bei
dieser Abbildung vor, auf wieviele Bahnen verteilt sich die Menge {(x,y) € S|y € Y}?
xy) ~xy) © gx=x,gy =y fireinge G < gy =y fureing e Gx. Setze
Yx = {y € Y| (X,y) € S} . Dann operiert Gy auf Yy, und die Anzahl der Bahnen von Gy
auf Yy ist die Antwort auf die Frage. Somit gilt, wenn R(X/G) ein Reprasentantensystem

der Bahnen von G auf X ist: | S/ G| = >'|Y,/G,| . Vertauscht man in dieser
X eR(X/G)
Argumentation die Rollen von X und Y, so erhdltman |S/ G| = Z‘Xy / Gy‘ :
y eR(Y/G)

Il.) Es sei jetzt speziell G = SLy(Z) , X die Menge aller Formen der Diskriminante D
und Y = {(x,y) € ZxZ|ggT(x,y) = 1}. G operiert auf X gemaR 1.2 durch (L,f) — Lf
und auf Y durch (L, (x,y)) — (x,y)L ™. Die Bahnen von G auf X sind gerade die
Formenklassen zur Diskriminante D. Es sei S = {(f, (x,y)) € X x Y | f(x,y) = n} die
Menge aller eigentlichen Darstellungen von n durch Formen der Diskriminante D. Nach
Proposition 1.3 operiert G auf S, und nach Abschnitt I.) ist somit |S/G| = Z‘Yf /Gf‘.

fe R(X/G)
Zu f e X ist der Stabilisator G¢ die Automorphismengruppe U(f) von . Ys ={(X,y) € Y |
f(x,y) = n} ist die Menge aller eigentlichen Darstellungen von n durch f . Die Operation
von Gy auf Y ist also die Operation von U(f) auf den eigentlichen Losungen von f(x,y) =

n.Daherist |Y¢/G¢| = R*nf) und |S/G| = D2 R*(n,f) = G*n,D).
fe R(X/G)
Andererseitsist |S/G| = z ‘X(va)/G(xly) . Bei der Operation von G auf Y gibt

(x,y) e R(Y/G)
es nur eine einzige Bahn: Zu teilerfremden X,y € Z gibtes o, € Z mit ax +By = 1,

xj = (1 0), so dal’ unter der Operation von G jedes Element von Y zu

also (x y)(a
p

squivalent i _(OL yj (6 —yj_ _(1 Oj
(1,0) aquivalent ist. G109y = {B 5 eG|(10) B oa)” 103} = {B 1 |B e Z}
Xao = {f € X|f(1,0)=n} = {nx* + bxy + 4;]Dy2 |b e Z,b’=D mod 4n}. Wegen
b+2np

10" 5 (1 | " 2 .
B 1)/b b2-D|l0 1) ~ |b+2np p?—p | OPerert Guo auf Xup
2 an o "BrbBs

"0y uren [ = O] indie zu b+ 2

an ) durc B 1 in die zu b+ 2np
gehorige Form Ubergefuhrt wird. Da B € Z frei wahlbar ist, sind zwei Formen aus X(i,0)
genau dann in derselben Bahn bzgl. der Operation von G o) , wenn ihre mittleren Koeffi-

zienten kongruent modulo 2n sind. Es folgt
1S/G| = | Xwon/Guoyl = H1<b<2n||b*=D mod4n} .

dergestalt, da® die zu b gehérige Form (n, b,
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Setzt man die beiden Resultate Gber | S/ G | zusammen, so erhdlt man die Behauptung. ¢

Insbesondere ist G*(n,D) endlich und daher auch G(n,D) nach Lemma 4.3. Erst recht sind
also GP*(n,D) und GP(n,D) endlich. Weiterhin sieht man, dal G*(-n,D) = G*(n,D) ist
und daher auch G(-n,D) = G(n,D) nach Lemma 4.3.

Lemma 4.5 Es sei D #0 eine Diskriminante. G*( - ,D) und G( -,D) sind multiplikativ,
d.h. far alle teilerfremden m;n € Z \ {0} gilt G*(mn,D) = G*(m,D)G*(n,D) und ebenso
G(mn,D) = G(m,D)G(n,D).

Beweis:

Die Aussage wird zuerst fur G*( - ,D) bewiesen. Es seien m,n € Z \{0} mit ggT(m,n) =
1.Essei b e{1,..,2m} mit b®’=Dmod4m und ¢ € {1, ..., 2)n|} mit ¢*=D mod
4n. Dann ist b*> = c®* mod 4, also b =cmod2,also i(c—b) € Z. Nach dem

chinesischen Restsatz gibt es in der Menge {0, 1, ..., [mn| — 1} genau eine Zahl h mit h =
Omodm und h = 1(c—Db) modn, also h = mx = ny+ 4(c—b) flr gewisse X,y € Z.

Setze a = 2mx+b = 2ny+c. 0 < h=mx < |m|(n|—1),also b < 2mx+Db < 2/mn|.
Somitist a € {1, ..., 2jmn[}. Fernerist a® = 4m?’ + 4bmx + b®> = b? = D mod 4m
und a®> = 4n%® + 4cny + ¢ = ¢ = D mod 4n . Wegen der Teilerfremdheit von m
und n folgt daraus a® = D mod 4mn . Auf diese Weise erhalt man eine Abbildung von der
Menge {(b,c) e ZxZ|1<b<2m|,1<c<2n|,b’=D mod4m,c®=D mod 4n} in die
Menge {a e Z|1<a<2/mn|,a’=D mod4mn}.

Diese Abbildung ist surjektiv wegen der Mdglichkeit und injektiv wegen der Eindeutigkeit
der Division mit Restin Z: Zu a e {1, ..., 2jmn[} mit a*=D mod 4mn gibt es genau ein
be{l ..,2m[} mit a =2mx+Db flrein x € Z und ebenso genau ein ¢ € {1, ..., 2|n}
mit a = 2ny +c fiireiny € Z, und weiter ist b*> = (a—2mx)* = a* = D mod 4m und
¢® = (a-2ny)* = a> = D mod 4n . Die Bijektivitat der Abbildung bedeutet 4.4 aber
gerade G*(mn,D) = G*(m,D)G*(n,D) .

Nun zu G( - ,D). Die Folge (q(n)),_, , definiert durch q(n) = 1, falls n ein Quadrat ist

und qg(n) =0, falls n kein Quadrat ist , ist offenbar multiplikativ. Auch (G*(n,D)),_, ist

multiplikativ. Also ist nach einem bekannten Satz auch die Faltung ((q * G*)(n)),-, der
beiden Folgen multiplikativ. Aber nach Lemma 4.3 ist
n n
(@* G = > q(MG*(_-.D) = > G*D) = G(nD)
m/n m?|n
und damit ist die Behauptung fur positive Zahlen klar. Wegen G(-n,D) = G(n,D) ist sie
fiir alle ganzen Zahlen richtig. ¢

Nun werden einige wesentliche Sachverhalte (ohne Beweis) Uber sogenannte Restklassen-
charaktere mitgeteilt, die dem 85 von Zagiers Buch entnommen sind. Diese Restklassen-
charaktere werden im folgenden eine Schlusselrolle spielen.
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Definition Essein e N. Eine Abbildung y:Z — C mit den Eigenschaften (i) y(a) = 0
genau dann, wenn a und n nicht teilerfremd sind , (ii) y(ab) = y(@)x(b) und (iii) Aus
a=bmodn folgt y(a) =y(b) firalleab eZ heillt Restklassencharakter modulo n.

. &Rt sich auffassen als ein Homomorphismus von ((Z/nZ)*,-) in (CY{0}, ), der auf
ganz Z/nZ dadurch ausgedehnt wird, dal3 er fur die weiteren Elemente von Z/nZ gleich
Null gesetzt wird. Seine von Null verschiedenen Werte sind daher ¢(n)te Einheitswurzeln.

v heil3t reell, wenn y nur reelle Werte, d.h. Werte aus {0, 1, -1} annimmt.

1 fallsggT(a,n)=1
0 fallsggT(a,n)>1
reeller Charakter modulo n. Er wird als Hauptcharakter modulo n bezeichnet.

Beispiele (i) yo:Z — {0,1} durch y.(@) = { } ist offenbar ein

(it) Essei p € N prim und ungerade. Das Legendre-Symbol (Bj :Z - {0,1, -1} via

1 falls a quadratischer Rest modulo p ist

( ! 0 falls a ein Vielfaches von p ist L
]
—1 falls a quadratischer Nichtrest modulo p ist

p

das aus der elementaren Zahlentheorie bekannt ist, ist ein reeller Charakter modulo p.
(iii) Das Legendre-Symbol lait sich verallgemeinern: Es sei b € N ungerade. Dann ist
b = p1...px mitungeraden Primzahlen p;, ..., px, k>0 . Das Jacobi-Symbol (Bj :

Z — {0, 1, -1} durch (%j - (ij

C (i] ist ein reeller Restklassencharakter
P,

Pk
modulo b. Ist b prim, so ist (B) das Legendre-Symbol.

Definition Eine Diskriminante D heit Fundamentaldiskriminante, falls entweder

D D . .
D =0mod4, 2= 2 oder 3mod 4, " quadratfrei oder D =1 mod 4, D quadratfrei.

Gleichwertig damit ist, da® man kein Quadrat (auBer 1) von D abdividieren kann, ohne dal3
die Eigenschaft, Diskriminante zu sein, verlorengeht. Zentral ist fir uns nun der folgende

Satz Es sei D eine Fundamentaldiskriminante. Dann ist durch

Jo faIIsDEOmod4L 5
xo(1) =1, xo(-1) =sgnD, y(2) =11 fallsD=1mod8 ¢, xo(p) = (_j fir p
-1 fallsD=5mod 8 P

ungerade Primzahl und yp(ab) = ypo(a)yp(b) fiir alle a,o € Z ein reeller Restklassen-
charakter modulo /D/der Periode /D/gegeben.
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»Periode |D|“ besagt: Fir m e Z ist genau dann yp(a+m) = yp(a) furallea € Z, wenn
m ein Vielfaches von |D] ist.

Es sei b € N ungerade, also b = p; ... px mitungeraden Primzahlen p;, ..., px, k> 0.
D

Dann hat man yp(b) = xp(p1) . . . xo(px) = (p—] . (pEj = (%j (Jacobi-Symbol).
1 k

Das Jacobi-Symbol aber 143t sich unter Verwendung folgender Regeln schnell berechnen:

(i) (%j =0 genau dann, wenn ggT(a,b) > 1 (ii) (%alj = (%j (%j (iii) a=a’ mod b

impliziert (%j = (ij fir alle a,a” € Z (diese drei Eigenschaften besagen gerade, daR das

b
a b a1bd
Jacobi-Symbol (B) ein Restklassencharakter modulo b ist)  (iv) (B) = (Ej (-1) 2 2
1 2 v g b1
fir ungerades a € N (Reziprozitatsgesetz) (v) (BJ =1, (B) =(-1 ¢ , (Fj =(-1)2

Weiterhin ist yp(2°b) = (3p(2))*yp(b) fira € No und yp(-2“b) = sgn D - xp(2°b) .
Also laRt sich yp(a) fur jedes a € Z schnell berechnen.

Die Vorbereitungen sind nun endlich so weit gediehen, daB eine erste, grundlegende
Formel fur die Gesamtdarstellungszahl bewiesen werden kann.

Satz 4.6 Es sei D eine Fundamentaldiskriminante und n = 0 eine ganze Zahl. Dann ist
G(nD) = GP(ND) = D.x,(M).

meN, m\ n
Beweis:

1) Essei f = (ab,c) eine Form der Diskriminante D mit Koeffizienten-ggT t. Dann ist t°
ein Teiler von D, und da D fundamental ist, folgt daraus t=1 oder t= 2. Das letztere ist
aber unmdglich: Dann wére namlich einerseits D =0 mod 4, d.h. $D = 2 oder 3 mod 4,

und andererseits wére 4feine Form der Diskriminante 1D, also 1D = 0 oder 1 mod 4.

Somit ist t =1, d.h. sdmtliche Formen der Diskriminante D sind primitiv. Insbesondere ist
G(n,D) = GP(n,D) und G*(n,D) = GP*(n,D) fir jedesn € Z\ {0}.

Die Folge (x(n)),_, ist multiplikativ, ebenso offenbar die durch I(n) = 1 furallen e N
definierte Folge. Also ist die Faltung ((yxp * 1)(n)),_, = (ZXD(m))“’ ebenfalls multi-

n=1
m|n

plikativ. AulRerdem gilt ZXD(m) = Zxo(m) . Andererseits hat auch die linke Seite
m|-n m|n

der behaupteten Identitat diese Eigenschaften: Es ist ja G( - ,D) multiplikativ nach Lemma

4.5, und nach Lemma 4.4 gilt G(-n,D) = G(n,D) . Also reicht es aus, den Satz fir
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Primzahlpotenzen n = p* zu beweisen. Dabei wird die wesentliche Arbeit darin bestehen,
G*( - ,D) fur Primzahlpotenzen durch Explizierung von Lemma 4.4 zu berechnen.

Il.) Es sei p eine ungerade Primzahl und k e N. {1 < a < 2p*| a® = D mod 4p*} wird
abgebildet auf {1 <b < p*|b*=D mod p*} durch die Vorschrift a — a, falls a < p
und a — a-p“, fallsa>p“. Diese Abbildung ist bijektiv: Ist b e {1, ..., p*} mit
b= D mod p¥, so istauch (b +p*)> = D mod p*. p*ist ungerade, also ist genau eine der
Zahlen b, b + p* =D mod 2, deren Quadrat ist dann = D mod 4 und daher = D mod 4p¥,
so daR genau eine der Zahlen b, b + p* in der Urbildmenge liegt. Nach Lemma 4.4 ist

D
somit G*(p*.D) = {1 <b <pX|b*=D mod p*}|. Inshesondere ist G*(p,D) = 1 + [F] .
1. Fall: p ist kein Teiler von D. Istdann b e {1, ..., p“} mit b®=D mod p*, so ist p auch

__h2

D
zu 2b teilerfremd. Also gibt es genau ein x € {0, ..., p— 1} mit 2bx = oF mod p .

_h2

p teilt 2bx — ol also ist p<* !

ein Teiler von 2bxpX — D + b? + x°p*, d.h. es ist

(b+xp)?> = Dmod p“**. 0< x < p—1 impliziert 1< b+ xp* < p***. Durch die
Vorschrift b — b+ xp* ist somit eine Abbildung von {1 <b < p*|b?=D mod p*} in
{1<a<p“*'|a®=Dmodp"*'} gegeben. Diese Abbildung ist bijektiv: Zu gegebenem
ae{l, .., p“""'} gibtesgenauein b e {1, ..., p*} mit a = b+ xp* firein x e Z, dann
ist x € {0, ..., p—1},und aus a> = D mod p**?* folgt b> = (a—xp“)* = a> = D mod p*

Esistalso G*(p**D) = G*(p*D) und daher G*(p*D) = 1+(%] fur jedes k e N.

2. Fall: p teilt D. Dann gibteszu k>2 kein b e Z mit b?= D mod p*. Denn daraus
wiirde folgen, daB p ein Teiler von b ist, also p? ein Teiler von b® und damit auch von D,
was wegen der Fundamentalitat von D unmdoglich ist: D bzw. 4D ist ja quadratfrei. Also

ist G*(p,D) = 1 und G*(p*D) = 0 furk>2.

Damit ist G*( - ,D) flr die Potenzen ungerader Primzahlen ausgerechnet.

I11.) Dasselbe soll nun in ganz &hnlicher Art und Weise fir die Primzahl 2 geschehen.
Nach Lemma 4.4 ist G*(2“D) = {1<b<2*!|b?>=D mod 2**?}|.

1.Fall: D=1mod 4 . Dannist G*22,D) = {1<b<4|b’=D mod 8} = 2bzw. 0 fir
D=1mod8 bzw. D=5mod 8.Seik e Nund b e {1, ..., 2"} mit b?>=D mod 2**2.
Dann ist b ungerade, weil D ungerade ist. Folglich gibt es genau ein x € {0,1} so, dal}
b’ -D

e bx gerade ist. Dann ist 2¢* 3 ein Teiler von b?— D + 2*?bx + 2%*2?  d.h. es
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ist (b+2"'x)> = Dmod 2¢*3. Dabeiist 1< b+2*"'x < 2%"2. Durch die Vorschrift
b — b+2“"x erhalt man also eine Abbildung von {1 <b <2“**|b%*=D mod 2¢*?%}
in{l<a<2“"?|a*=D mod 2**} . Diese Abbildung ist bijektiv: Zu a e {1, ..., 2*?}
gibtes genau ein b e {1, ... ,2***} mit a = b+ 2" x fiireinx e Z. Dann ist x e {0,1},
und aus a?>=D mod 2¢*® folgt b?=(a - 2" x)> = a> = D mod 2" 2. Somit ist
G*(2“D) = G*(2***.D), und daher ist fir jedes k e N G*(2“D) = 2 fir D=1 mod 8
und G*(2¥D) = 0 fiir D=5 mod 8.

2. Fall: D=0 mod 4 . Dannist G*(2D) = {1<b<4|b*=Dmod8} = 1 und
G*(4,D) = {1<b<8|b*=D mod 16}| = 0, denn als Fundamentaldiskriminante ist D
modulo 16 kongruent zu 8 oder 12. Seik e Nund a e {1, ..., 2*?} mit a*=D mod 2**3
Dannist a = b+2“*'x firein b e {1, ..,2"'} und ein x e {0,1}. Dabei ist

b> = (@a—2"x)> = @ = D mod 2" 2. Ist also G*(2“* D) positiv, so auch G*(2¥ D).
Daher folgt aus G*(4,D) = 0, daB G*(2X,D) = 0 ist fir alle k > 2.

IV.)) Nach Lemma 4.3 ist G(n,D) = ZG* tﬂz,D) fiir jedes n = 0, also hat man:

t?|n
G(p*D) = G*(p* D) + G*(p*"24D) + ... + G*(p°,D) + G*(p,D) fur ungerades k e N
und G(p¥D) = G*(p*,D) + G*(p“ 2D) + ... + G*(p°,D) + G*(1,D) fiir gerades k,
falls p eine Primzahl ist. Daraus erhdlt man nun die Behauptung fir Primzahlpotenzen:
1. Fall: ¥p(p) = 1,d.h. (%) = 1 firungeradesp bzw. D=1 mod 8 fir p=2. Dann

ist G*(pi,D) = 2 furjedesi e N. Esist G*(1,D) = 1 nach Lemma 4.4. Man erhélt
k k k

G(P'D) = k+1 = D1 = D (@) = X aoP) = > xp(m).
i=0 i=0 i=0

m‘pk
2. Fall: yp(p) = -1, d.h. (%j = —1 flr ungerades p bzw. D =5 mod 8 fir p = 2.
Dannist G*(p',D) = 0 fiir jedes i e N, also G(p*,D) = 0 fir ungerades k , G(p*,D) = 1
k
fir gerades k . Wieder ist G(p“D) = > (xo(P))' = > xo(m).
i=0 m‘pk

3. Fall: yp(p) = 0, d.h. (Ej = 0 firungeradesp bzw. D=0 mod 4 fir p=2. Dann
p

- k .
ist G*(p,D) = 1 und G*(p',D) = O fiir jedesi>2,also G(p*D) = 1 = Z(XD(P))'
i=0

= Y xp(m) firjedesk € N. &

m‘pk

Die in der Beweisidee von Satz 4.6 liegenden Mdglichkeiten sind noch nicht ausgeschopft,
vielmehr 1aBt sich mit nur geringen Modifikationen auch eine Aussage fiir beliebige
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Diskriminanten beweisen, die genauso aussieht. Bevor das geschieht, muf} der
Zusammenhang zwischen beliebigen und fundamentalen Diskriminanten geklart werden.

Lemma 4.7 Jede Diskriminante D = 0 hat genau eine Darstellung der Form D = Dqr?
wobei Dy eine Fundamentaldiskriminante und r e N ist.

Beweis: Es sei s € N maximal mit s?| D. Wenn s ungerade ist, ist D = 1 mod 4. Setze in
diesem Fall r = s und Dy = D/r*. Dy ist quadratfrei wegen der Maximalitét von s, und
esist Do =1 mod 4 , denn das gilt fiir D und r?. Ist s gerade und D/s* = 1 mod 4, dann
setze wieder r = s und Do = D/r* mit denselben Konsequenzen wie eben. Ist s gerade
und D/s> = 2 oder 3mod 4, sosetze r = s/2 und Dy = D/r’. Dann ist Dy =0 mod 4
und Do/4 ist quadratfrei und = 2 oder 3 mod 4. In jedem Fall ist D = Dgr?> mitr e N und

Dy Fundamentaldiskriminante.

2
: : : r :
Es sei auch D = Dst® eine solche Darstellung. Dann ist D; = Dot—2 . Esseienu,v € N

2 2

teilerfremd mit u_2 = :—2 . Dann ist v? ein Teiler von Dy . Im Falle Dy =1 mod 4 folgt
v
daraus sogleich v=1.Im Falle Do =0mod 4 folgt v=1 oder v =2. Letzteres ist aber
2
- i} D
unmoglich, denn dann wére u ungerade, also u?=1mod 4, also D; = Dou—2 = Touz =
%

Do/4 = 2 oder 3 mod 4, was im Widerspruch zu der Tatsache steht, da D; eine Diskrimi-
nante ist. In jedem Fall ist also v =1, d.h. tist ein Teiler von r. Analog zeigt man, dal}
auch umgekehrt r ein Teiler von tist. Esfolgt t = r und Dy = Dy . ¢

Essei D = Dgr® wie eben. Zur Fundamentaldiskriminante D, gehért ja ein gewisser
reeller Restklassencharakter modulo [Do| , der mit , bezeichnet wurde. Offenbar ist dann

%o, (M) fallsggT(m,D) =1  [xp (M) fallsggT(m,r) =1 fiir
0 fallsggT(m,D) >1[ |0 falls ggT(m,r) > 1
m e Z ein reeller Restklassencharakter modulo [D| gegeben. yp wird als der durch y

durch yp(m) = {
induzierte Charakter modulo |D| bezeichnet.

Satz4.8 Essei D =0 eine Diskriminante, D = Do r®> mit D, Fundamentaldiskriminante
undr e N, undessei n=0 eine zu r teilerfremde ganze Zahl.

Dannist G(n,D) = GP(n,D) = ZXD(m).

meN, m\ n
Der Beweis unterscheidet sich nur wenig von dem Beweis von Satz 4.6 :

I.) Essei f = (ab,c) eine Form der Diskriminante D mit Koeffizienten-ggT s . f stelle n
dar. Dann gilt einerseits s | n, also ggT(r,s) = 1, und andererseits s? | Do r? . Daraus folgt
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s?| Dg und somitist s=1 oder s= 2. Letzteres ist aber unméglich: Dann ware namlich
Do =0mod 4 und r ungerade, also r* =1 mod 4, so da® 1f eine Form der Diskriminante
1D = 1D,r* =2 oder 3 mod 4 ware, was im Widerspruch dazu steht, daR Diskriminanten

= 0 oder 1 mod 4 sind. Es ist also auf jeden Fall s =1, d.h. n wird nur durch primitive
Formen der Diskriminante D dargestellt. Daher ist wie in Satz 4.6. G(n,D) = GP(n,D)
sowie G*(n,D) = GP*(n,D) , aber hier nur fur zu r teilerfremdes n. Und genau wie bei
Satz 4.6 braucht die Behauptung nur fur Primzahlpotenzen bewiesen zu werden, wobei
man hier aber nur zu r teilerfremde Primzahlen zu berticksichtigen hat.

I1.) stimmt im wesentlichen mit I1.) in 4.6 Uberein, nur mull man zusétzlich voraussetzen,
daB p kein Teiler von r ist. Dies wird im 2. Fall benétigt: Aus p® | D folgt dann p?| Dg ,
was unmaoglich ist.

I11.) stimmt im wesentlichen mit 111.) in 4.6 Gberein, man muf aber beachten, dal die
Primzahl 2 nur im Falle der Ungeradheit von r zu untersuchen ist. Dies wird im 2. Fall

benétigt: Dann ist rP=1mod 4, also 4D = 1D r’* = 1D, = 2 oder 3 mod 4, und somit
ist D = 8 oder 12 mod 16, so daB b*=D mod 16 unldsbar ist.

IV.) ist wesentlich identisch mit IV.) in 4.6, man mul} aber zusatzlich ggT(p,r) = 1 vor-

aussetzen. Dies benétigt man fur die Identitat yp(p) = (%j fur ungerades p:

2
xo(P) = %o, (P) = (%j = (%) (3 = (%j Fir ungerades r mul3 auch p = 2

betrachtet werden. Dann ist r*=1mod 8, also D =Dy mod 8 , und yp(2) = %o, (2)

so daR tatsachlich yp(2) = 1 bzw. -1 bzw. 0 gleichwertigistmit D=1 mod 8 bzw.
D=5mod8 bzw. D=0mod4. ¢

4.6 ist in 4.8 als Spezialfall r = 1 enthalten. Man beachte, dal? in der Situation von Satz 4.8
G(n,D) = G(n,Do) ist, dennes gilt xp(m) =, (m) fur ggT(m,r) = 1.

Von der Bedingung ggT(n,r) = 1 kann man sich bei dieser Art der Beweisfiihrung nicht
freimachen. Der in Kapitel 8 gegebene vollig allgemeine Satz (ber die Gesamtdarstel-
lungszahl wird auf andere Weise bewiesen, wobei aber Satz 4.6 benutzt wird.
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5 Die mittlere Gesamtdarstellungszahl

In diesem kurzen Kapitel geht es darum, aus den Satzen 4.6 und 4.8 Formeln herzuleiten
fir die durchschnittliche (im Sinne des arithmetischen Mittels) Gesamtdarstellungszahl
einer natdrlichen Zahl durch primitive Formen einer festen Diskriminante D.

Lemma5.1 Es sei y ein Restklassencharakter modulo r, aber nicht der Hauptcharakter.
Dann ist Z x(m) = 0 . (mdurchlaufe ein Vertretersystem der Restklassen modulo r)

mmod r
Beweis:

Weil x nicht der Hauptcharakter modulo r ist, gibt es ein n € Z mit ggT(n,r) = 1 und
2 = 1. (L—xM) Doa(m) = D x(m) — > x(mn) = D x(m) — D x(m) =0

mmod r mmod r mmod r mmod r mmodr

denn mit m durchlduft auch mn ein Représentantensystem der Restklassen modulo r.
Wegen 1—y(n) = 0 folgt daraus Zx(m) =0.e

mmodr

Definition 5.2 Es sei y ein Restklassencharakter. L(s,y) = ZX(n) mits € C heildt

S
n=1 n

die zu y gehdrige L-Reihe .

Im 86 des Buchs von Zagier wird gezeigt, daB L(s,y) fir alle s € C mit Re(s) > 1 bzw.
Re(s) > 0 konvergiert, je nachdem, ob y ein Hauptcharakter ist (d.h. nur die Werte 0 und 1
annimmt) oder nicht. Dieses allgemeine Resultat wird hier aber nicht ben6tigt.

0

Von nun an sei y ein reeller Charakter modulo r und s € R . Weil Z is fir s> 1
n=1 n

konvergiert und [y(n)] < 1 ist,ist L(s,x) fur s> 1 absolut konvergent. Was geschieht an

der Stelles=17?

1 . i
> = divergiert, alsoauch >’ L und erst recht > 1. L(1,%) , wenn y der
p prim p p prim p neN n
ggT(p,r)=1 ggT(n,r)=1

Hauptcharakter modulo r ist. Ist ¢ nicht der Hauptcharakter, so erhélt man fiir den Rest der

m+k m+r[k/r] m+k
. . .. n n n
Reihe L(1, %) die Abschétzung: | > xn) o= D) un > xun) |
n=m+1 n n=m+1 n n=m+r[k/r]+1 n
[k/r] m+nr (I) m+k (n) [k/r] r l 1
< | > 2. Y B2 < Yo - )
n=11i=m+(n-1r+1 | n=m+r[k/r]+1 n n=1 2'm +(n _1)r+1 m+nr

5 (denn nach Lemma 5.1 wird y auf einem Vertretersystem modulo r ebenso oft 1
m
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wie 1, und daher tagt sich | > D) quren I ! !
= mietyren | 2 m+(n-— 1)r+1 m + nr
m+k
nach oben abschétzen. Aus demselben Grund ist | Z xn) | < I )
n=m+r[k/r]+1 n 2m
[k/r] 1 1
Z( _ + L — L(i _ ; + L < L .
= m+(n-1r m+ nr 2m 2 'm m+r[k/r] 2m m

Der Rest der Reihe wird also mit wachsendem m unabhdngig von k dem Betrage nach
beliebig klein. L(1, %) konvergiert, wenn  nicht der Hauptcharakter ist.

Satz 5.3 Ist D eine Fundamentaldiskriminante, so ist I|m —ZGP(n D) = L(1,x0) .

n=1

Die linke Seite dieser Identitat kann offenbar gedeutet werden als das arithmetische Mittel
der Zahlen GP(n,D) , n € N.

Beweis:

18 1 &[N

NZGP(n,D) = —ZZXD(m) (nach Satz 4.6) = NZ o %p(mM) und nun
n=1 n=1lm|n m=1

N
1.Fall: D=1.Dannist yp(m) = 1 flr jedes m € N und folglich %ZGP(n,D) =
N

1 &[N 1 &N 1
Nmzl[a} = Nzl(a-l-oa)) = ZE +O(1) W) o0 = I—(]-:Xl)-

m=1

Der Satz gilt fir D=1 also nur ,,im uneigentlichen Sinne.*

2. Fall: D= 1. Dannist D kein Quadrat, also gibt es (sogar unendlich viele) Primzahlen p

mit yp(p) = (%j = —1 (siehe Satz 10.21 bei Ischebeck): yp ist nicht der Hauptcharakter.

Man erhlt iEN:GP(n D) = 1 > [E} (m) + 1 > [E} (m) =
Nn:l 1 - Nm<m m o Nmsz m o B

1 N 1 1 1

= > (=+0M)xo(m) + = D ap(m) = D =xp(m) + =ON) +

N m<yn M N kg«/ﬁﬂwz\/’g m<yn M N

1

=z

— > 0@) (denn > yxp(m) = 0 unddaher | > x(m)| < |D| furallekN)
<N

mmod |D| mZ«/ﬁ

%o (M)
> B oty

Der Satz gilt hier im eigentlichen Sinne, denn L(1, xp) konvergiert. ¢

N i %o (M) = L(L, o) .
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Satz 5.4 Es sei D =0 eine Diskriminante, D = Do r? mit Dy Fundamentaldiskriminante

: . r N
und r e N. Dann gilt:  lim GP(n,D) = L(1,x0).
No>o N (p(r) _P(Zl) 1
ggl(nr)=

Die Aussage bedeutet, dal} Satz 5.3 fur beliebige Diskriminanten richtig bleibt, wenn der
Mittelwert nur fiir zu r teilerfremde natirliche Zahlen gebildet wird. Denn in {1, ... ,N}

gibt es (p(r)g + O() zurteilerfremde Zahlen. 5.3 ist als Spezialfall r=1 enthalten.

i r N r N
Beweis: GP(n,D) = 1o(m) (nach Satz 4.8) =
N ¢(r) Zl N ¢(r) zl mz i
ggT(n,r)=1 ggT(n,r)=1

N
r > > %o(m) . ggT(mr) = 1 kann in den Summationsbedingungen des
N([)(r) m=1 km<N

ggT(m,r)=1 ggT(k,r)=1
letzten Ausdrucks weggelassen werden, denn ist m zu r nicht teilerfremd, so ist yp(m) = 0.

1. Fall: D ist ein Quadrat. Dann ist Do =1, also y, (m) =1 furallem e Z, so daB yp

. r N r N
der Hauptcharakter modulo |D| ist. ——— GP(n,D) = 1
N ¢(r) Z::1 N o(r) mzzl kmzs:N
ggT(n,r)=1 ggT(m,r)=1 ggT(k,r)=1
- T i ((r)ﬁ+0(1)) = i L +0(1) ——> o = L(, 1)
No() 2= 0 mr ~ m s xer
ggT(m,r)=1 ggT(m,r)=1

Der Satz gilt fir quadratische Diskriminanten nur ,,im uneigentlichen Sinne.*

2. Fall: D ist kein Quadrat. Zunéchst soll gezeigt werden, dal? dann yp nicht der Haupt-
charakter modulo D] ist. Es ist Do # 1 und daher ist jedenfalls y, kein Hauptcharakter.

Es gibt also eine Primzahl p mit x, (p) = -1 . s sei das Produkt aller von p

verschiedenen Primteiler von r. Annahme: Es gibt eine Primzahl q , die sowohl D als
auch p +sDy teilt. q teilt Do oder r.Im ersten Fall folgt g = p . Im zweiten Fall ist g
= p oder g ein Teiler von s, aber auch daraus folgt g = p. Esistalso jedenfalls q = p,
also ist p ein Teiler von Do und daher y, (p) = 0 : Widerspruch. D und p + sDo sind

teilerfremd. Somit ist xp(p + SDo) = x5 (P+SDy) = xp,(P) = —1. xp ist nicht der
r N r
Hauptcharakter, ——— GP(n,D) = Y p(m) +
N o(r) ;l N o(r) m;m kéN 0
ggT(n,r)=1 ggT(k,r)=1
LY STem) = LY 0 o) e(m)  +
No(r) N m=in No(r) T mr

ggT(k,r)=1km<N

r _ _ %o (M) 1
N o() k<Zmo(l) (denn m%go(m) =0) = m;m—m + O(m) NS
ggT(k,r)=1

L(1, xp) im eigentlichen Sinne. ¢
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6 Die mittlere Darstellungszahl

In diesem Kapitel geht es darum, Formeln zu finden fur die durchschnittliche Darstellungs-
zahl einer natirlichen Zahl durch eine gegebene Form f, also das, was im letzten Kapitel
fur die Gesamtdarstellungszahl geleistet wurde, nun fir die einzelnen Darstellungszahlen
zu erreichen. Da man R(n,f) anders als G(n,D) nicht angeben kann, ist das viel schwerer.

Satz 6.1 Es sei D kein Quadrat und f eine primitive, fir D < 0 auBerdem positiv definite,
27

1N fur D<0
Form der Diskriminante D. Dann ist  lim —Z R(n,f) = }’(\; S_D .
Vo NS %o furp>0
JD

Dabeiist w =6 fir D = 3,w =4 fir D = 4 und w =2 fir D < 4. g istdie
Grundeinheit zu D gemal} Satz 3.1.

Die linke Seite der Identitat kann offenbar gedeutet werden als das arithmetische Mittel der
Zahlen R(n,f) , n € N . Die rechte Seite zeigt, dall diese GroRe nur von der Diskriminante
von f abhéngt.

Beweis: Essei f(x,y) = ax®+bxy +cy?.

I.) Fur negatives D ist die Sache relativ einfach. U(f) operiert auf Z x Z \ {(0,0)} durch
(A, (xy) = (xy)A . Der Stabilisator U(f)xy) = {A € U(F) | x,y)A™"' = (x,y)} eines

0
1) nicht enthalt.

-1
Zahlenpaares (x,y) # (0,0) ist eine Untergruppe von U(f) , die (O

Ist D <-4, so ist U(f) isomorph zu Z / 2Z ; ist D = -4, so ist U(f) isomorph zu Z / 4Z .

10
Jedenfalls ist U(f)y) = {(0 J} , denn alle anderen Untergruppen von U(f) enthalten

(_l Oj. Im Falle D=-3 ist U(f) = {(l oj ,(_1 OJ ,(_%(b_l) A j
0 -1 0o 1) lo - ¢ i(b+1)

(%(b—l) “a J’(%(b+1) “a j,(—%(bu) a j}'{(l Oj}und
¢ —ib+1) ¢ -ib-1) - ib-1) 01

{(1 0) ’(—%(b+1) : j,(%(b_l) - J} sind die einzigen Untergruppen

01 —C 3(b-1) C —%(b+1)

von U(f) , die (_1 Oj nicht enthalten. Annahme: (x,y)(_%(bJrl) 4 J = (X,y).
0 -1 - 3(b-1)

Dann ist ax+4(b-1)y = y und —-3(b+1)x—-cy = x,also y = —Mx

2C
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Einsetzen in die erste Gleichung ergibt 4acx — (b® + 2b — 3)x = —2(b + 3)x, d.h. 12x = 0

10
und somit x =y = 0: Widerspruch. Daraus folgt U(f)xy) = {(O J}.

Der Stabilisator von (x,y) # (0,0) ist also in jedem Fall trivial. Daher haben alle Bahnen

der Operation die Lange w = |U(f)|, und es ist R(n,f) = 1 K(x,y) € Z?| f(x,y) = n}
w

N
fir n € Z\{0}. Weiter hat man ZR(n,f) = % {(xy) € Z2| (x,y) # (0,0), f(x,y) < N}|
n=1

fiir jedes N € N, denn f ist positiv definit.

a ist positiv. ax? + bxy + cy?> < N ist gleichwertig mit a(x+2£ay)2 + %yz < N
Die Menge aller Punkte (x,y) e R? die dieser Ungleichung geniigen, ist eine
Ellipsenflache Ihr Flacheninhalt ist bis auf einen Fehler von der GrdRenordnung ihres
Umfangs gleich der Anzahl der in ihr befindlichen Gitterpunkte, d.h. gleich [{(x,y) e Zx Z

[ f(x,y) < N} .

Durch (x,y) —» (u,v) = (x+2—t;y, y) ist eine Koordinatentransformation im R? gegeben.

Sie ist inhaltstreu, denn die Ableitungsmatrix hat die Determinante 1. Die Ungleichung

au® + %vz < N beschreibt eine achsenparallele Ellipsenflache mit den Halbachsen-
i} N 4aN . . . . 2N7m . :
langen .— und ,/—— . Ihr Fl&cheninhalt ist somit ——— , ihr Umfang ist von der
o 3w (%3 5 i umiar
GroRenordnung O(\/N). Es folgt die Behauptung fir negatives D :
I .11 2Nn 21
lim —>» R(n,f) = Ilim —— +O(N)) = ——.
N — o anzl ( ) N - o NW(J_D ( )) wA+/ =D
Il.) Es sei jetzt D positiv und kein Quadrat. Mit 6 = — b_Z;/B und 0’ = — b+2;/5

ist f(x,y) = a(x — 0y)(x — 0’y) . U(f) operiert auf der Losungsmenge von f(x,y) = n
durch (A, (xy)) = ((“ y] XY o (KLY) = (YA = (Bx - By, ay 1)

B 5
(U , -) istisomorph 2u (Eo , -) mit Ep = {”‘;‘/B tu

e Z,t?-Du? = 4} (siehe

(g Q entspricht dabei & = t+l;\/5 mit

= 1(t+bu). Betrachte nun zu einer Losung

(x,y) von f(x,y) = n,n e N, die GroRe x=0y . Mit (x’, y’) wie eben hangt X0y
X — 0y X' — oy’

Schritt IV.) in Satz 3.1) . Der Matrix A

oy

a = H(t-bu), p = —-cu, y = au,
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mit

X—-0'y , t+u\/_ b++/D
2a

so zusammen: g(x’ — 0’y’) = (5x — By (ay —yx)) =
X — 0y

t+u\/_ (- b+2\/5y)x+(b+\/5a—ﬁ)y) _ t+uvD ((t+bu_b+\/5au)x
a 2a 2 2 2a

b+\/_t— t+udD ,t—udD bt + t+/D — buy/D — Du
(5 , tewy) = , (T X+ 4a y) =

t+uJ/D t- u\/ﬁ b + \/_
2 2 2a
auch durch Konjugation der Gleichung e(x’ — 0’y’) = x — 0’y im quadratischen Zahl-
X—-0'y &2 X' -0 y

korper Q(\/B)) erhalt man & '(x’ — 0y’) = x — 0y . Somit ist =
X — 0y X' -0y

= X — 0’y . Durch eine analoge Rechnung (oder

I11.) Nach Schritt V.) in Satz 3.1 ist entweder Ep = {1, -1} oder Ep = {fej|m e Z}.

Es sei zundchst das letztere der Fall. AuRBerdem sei a > 0 vorausgesetzt; den Fall a <0
kann man analog behandeln. Nach Schritt 11.) ist X0y _ x-0y g2 fureinm e Z.
X' — oy’ X —0y

_ey

X — 0y
- - X - e'y 2 n -
genaueinme Zmit 1 < — o < gp . Jede Losung (x,y) von f(x,y) = n istalso zu
X — by

Wegen a(x —0y)(x—-0y) = n > 0 und a > 0 istauch > 0. Daher gibt es

einer Losung (X’, y’) mit 1 < % < g2 d&quivalent. Diese ist eindeutig bestimmt,
X — 0y

wenn man aullerdem x’ — 0y’ > 0 fordert, denn offenbar fiihrt jede Transformation der

I 10 . o .
Ldsung mit einer von i(o J verschiedenen Matrix wieder aus dem gewdinschten Inter-

-1 0
vall heraus, wéhrend Transformation mit (0 j das Vorzeichen von x’ — 0y’ andert.

Somitist R(n,f) = |{(x,y) e ZxZ|f(X,y) = n,x—-0y > 0, 1<% eey < &2} und
y

X—0'y
_ey
Diese Bedingungen lassen sich vereinfachen. Wegen a > 0 ist 6 > 6’ , und daher folgt

aus 2=%Y o 1 ynd X—-0y > 0,daB y > 0 ist. Ferner folgt aus x=0y . &2
X — 0y X — 0y
2 _ 1
durch Auflésung nach x die Ungleichung x > gDze y , wieder mit x — 0y > 0. Man
2 _

< ep}

N
YR(NF) = Hxy) eZxZ|0< f(xy) < N,x-0y > 0,1<

20 _ o
erhalt also die drei Ungleichungen f(x,y) < N,y > 0 und x > 8529 f y.
2 _




34

2 1

Nun seien umgekehrt diese vorausgesetzt. Wegen 6 > 6’ folgt x > 8529:1 y > 0y,
D

X—-0'y
X — 0y

also x—0y > 0.Esist x—0y < x—0’y und daher > 1 sowie x—0’y > 0.

2 _ 1
Daraus folgt f(x,y) = a(x — 6y)(x — 0’y) > 0. Endlich folgt aus x > gDze fy noch
2 _
Y N 2n_ o
X=O0Y 22 Also zy«mn::mxwezﬂﬂxwgrmy>oJ<z8@ O
X — ey n=1 €p -1

IV.) Die Gleichung f(x,y) = ax?+ bxy + cy* = a(x+2—k;y)2 - 42y2 = N beschreibt

eine Hyperbel im R? denn a und 4—[; sind positiv. Durch 'y = 0 ist die x-Achse

2 '

charakterisiert, und durch x = SDze_f y ist eine zweite Ursprungsgerade gegeben. Der

€p
Flacheninhalt des von diesen drei Kurven in der oberen Halbebene begrenzten Gebietes ist
bis auf einen Fehler von der GrélRenordnung des Gebietsumfangs gleich der Anzahl der

N
darin befindlichen Gitterpunkte, d.h. gleich Z R(n,f).

n=1
Durch (uyv) — (Xy) = (e\é_zlu , (\;_;) ist eine Koordinatentransformation im R?
gegeben, denn x = bv=0u Y = v-u ist dquivalent mit u = x-0y,v = x -0’y
0-0 0-0'
-0" 0
und die Ableitungsmatrix ! ( ] hat die Determinante ! -2 . 0.
—ol-1 1 0-0 VD

a(x — 0y)(x — 0’y) < N istdquivalent mit auv < N, y > 0 bedeutet wegen 6 > 6’
gerade v > u,und drittens gilt: (e —Dx > (e20-0')y < (g5 -1) (bv-0'u) >
(e20-0)(V-Uu) < &5(0-0)u > (0-0')v < Vv <eiu. Zuberechnen ist somit

a

—d(u,v) .
u<vJ;szDu D ( )
auv <N

Aus U < v < giu folgtinsbesondere u < €u,also u > 0. auv< N und O<u<v

o /N N . i .
implizieren au?< N, also u< ./— . Ferner folgt v < — . Die Integrationsbedingungen
a au

/N N N
lauten somit 0 <u< ,/— und u < v < min(g3u, ) gilu < — |stgle|chwert|g mit

N / N /
< Za . Setzt man u; = 2 und u; = , S0 ist das Integral gleich
a
D €p
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N
Uy ghu Uz au

jj\/_dvdu + IJ.\/_dvdu

%( uf(ag—l)udu + I(%—u)du) -

_a 2 _1 N B _ _12 _ NlOgSD
JB((SD 1)2 + a(Iogu2 logu,) (e 1)2) —\/5 ,

Dies ist der gesuchte Flacheninhalt. Nun mu die GroéRenordnung des Gebietsumfangs

. N . .
ermittelt werden. Der Hyperbelbogen v = — , u> 0, schneidet die Gerade v = £5u an
au

der Stelle u; und die Gerade v = u an der Stelle u, . Seine Lange zwischen den beiden

) 2 Uz
Schnittpunkten ist gleich J}/l+%d , liegt also zwischen L{ = J.alzdu
: a‘u a’u’ . au

= _(_ _ _) _ (& 1)\/W und J- I;I - I;I du - (gp 1)«/2N .
u, Ja a’u*  a%u

Die Strecke von (0,0) nach (u;,eiu,) hatdie Lange uZ+eiu’ = \/7 le2 +
die Strecke von (0,0) nach (uy, uy) hatdie Lange /2u; = \/g\/i :

Die obige Koordinatentransformation ist linear und von N unabhéngig. Der Gebietsumfang
ist also von der Grofienordnung VN . Es folgt die Behauptung fur positive Diskriminanten:

1 .1 Nloge log e
lim —) R(n,f) = Ilim —(—=*2 + O(W'N = —~—Db
N — o NE ( ) N-wo N /D ( )) /D

V.) Esist noch zu zeigen, dald der Fall Ep = {1, -1} nicht eintreten kann, d.h. dal} U(f)
nicht trivial ist (vgl. Schritt V.) in Satz 3.1). Dazu darf angenommen werden, dal3 f die
Grundform fp ist (siehe Definition 1.8), denn primitive Formen derselben Diskriminante
haben nach Satz 3.1, Schritt I111.) isomorphe Automorphismengruppen.

10
Annahme: U(f) = {i{o J }. Dannist R(n,f) = {(x,y) € Z?| f(x,y)=n, x — 0y > O}
fir jedesn € N . Esist D = Dor* mit Dy Fundamentaldiskriminante und r e N.
N
DR(NF) = {(xy) eZxZ|0< f(xy) < N,ggT(f(xy),r) = 1,x—0y > 0}.
ggT?nir):l

Essei y € N fest gewdhlt. Wieviele x € Z gibt es mit f(x,y) und x—0y > 0 ?
f(x,y) < N st wegen a =1 gleichwertig mit (x+2by)? N +1Dy? , also mit

~1(by++/4N+Dy?) < x < —3(by—+4N+Dy*) .0y > —1(by+4N+Dy?) ,d.h.

f(x,y) < N,x—0y > 0 istaquivalentzu —1(b—+/D)y < x < —1(by—+/4N +Dy?) .

<
<
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Fir AeR,A>20 ist ¥v1+A > 1+3A genaudann, wenn A < 3 ist, und > < 3
ist gleichbedeutend mit y > 1/% . Daher gilt flr jedes feste y > %:

3\2/_—|I?I)y . Es gibt also zumindest [;/_—gy] ganze Zahlen x mit f(x,y) <N und x — 6y > 0.
Wegen 6 > 0’ istdannauch x -0’y > 0,also f(x,y) = (x—-0y)(x-0’y) > 0.

Jetzt ist noch die Bedingung ggT(f(x,y) ,r) = 1 zu bertcksichtigen. Es sei p ein Prim-
teiler vonr. Fir p =2 gilt: p teilt nicht f(x,y) < p teilt nicht (2x + by)’ - Dy* <
p teilt nicht 2x + by . Da 2 modulo p invertierbar ist, ist bei vorgegebenem y fiir x genau
ein Rest modulo p ,,verboten®, wenn f(x,y) nicht durch p teilbar sein soll. Dasselbe gilt fur
p=2.Denndannist D=0 mod4,also b=0 nach Definition 1.8 , und folglich gilt:
2 teilt nicht f(x,y) < 2 teilt nicht X’ + ¢y’ < 2 teilt nicht x + cy .

Es seien nun p;, ..., px die verschiedenen Primteiler von r, und s = p; ... px . Bei
vorgegebenem vy ist f(x,y) genau dann zu r teilerfremd, wenn x einen bestimmten Rest
modulo p; nicht 1aBt fur i = 1, ..., k. Nach dem chinesischen Restsatz kommt unter s
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen jede ,,Restekombination* modulo p; , ... , pk genau
einmal vor. Bei gegebenem y sind von den s mdglichen Restekombinationen fiir x genau
(p1—1) ... (pk — 1) = o(s) Stuck erlaubt, wenn f(x,y) zu r teilerfremd sein soll. Unter m

aufeinanderfolgenden Zahlen haben mindestens [?](p(s) eine erlaubte Restekombination.

4N . . . 2N
Zu vorgegebenem > .|—— gibt es somit wenigstens s) ganze Zahlen x
geg y W/3D g g [aﬁsy]cp() g

: 2N : : :
mit 0< f(x,y) < N, ggT(f(x,y),r) = 1 und x—0y > 0. 3\/53y > 1 ist gleichwertig
mit y < ;/NBS.Setzeylz[ MN14i1 = o(N) undyzz[\/_]—O(N)

2 e 2N(p(s)

Z[a\/_ lo(s) = 2(3\/— +0(M)o(s) = Z + @(8)20(1) =

O(N)(O(log N) — O(log v/N)) + O(N) — O(JN) = O(N log N).

N
. . r .
Es folgt lim R(n,f) > lim ———O(NlogN) = lim O(logN) =
gt lim 2 R(n.f) A Ny ON10gN) = lim O(log N)
ggT(n,r)=1
N
und daher erst recht Jim ZGP(n,D) = oo im Widerspruch zu Satz 5.4.
ggT(nir):l

Die Annahme ist falsch. U(f) ist nicht trivial. Damit ist Satz 3.1 vollstandig bewiesen. ¢
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Satz 6.1 1aRt sich leicht auf imprimitive Formen verallgemeinern:

Satz 6.2 Es sei D kein Quadrat und f eine Form der Diskriminante D mit Koeffizienten-
ggT s. Fur D < 0 sei faullerdem positiv definit. Dann gilt:

fir D<0
im LS Rp,f) = JWV-D
N N Z (n.f) = loge

= —9 firD>0

JD

Dabei ist w =6 fiir D/s?> = -3, w =4 fir D/s?> = -4 und w =2 fiir D/s? < —4.

Beweis:

f stellt nur durch s teilbare ganze Zahlen dar, und fur solche gilt R(n,f) = R(n/s, f/s) ,
denn die Gleichungen f(x,y) = n und f(x,y)/s = n/s haben dieselben Ldsungen, und f
und f /s haben dieselben Automorphismen. f /s ist eine primitive (und fir D < 0 auch
positiv definite) Form der Diskriminante D/s* , die mit D kein Quadrat ist, und genuigt
somit den Bedingungen von Satz 6.1.

1 N ; 1 [N/s] ; 1 1 [N/s] Y
— > R(n, < R(ns, = R(n,f/s —_
N2 RO) sz 2R ) ST 2ROV s
1 2m _ _2r fir D <0
-DJs? w,/-D
lo ) lo )
L %% _ o fir D >0

s NDIES JD

g 1N ; 1 1 [N/s] 1 1 [N/s]+1
Andererseits ist — » R(n, > ————— » R(ns,f) = R(n,f/s
N nZ (n.1) S [N/s]+an1 (ns.) S [N/s] +1 nzl ( )

- R(IN/s]+1,1/s) , und man hat nun fir N — oo dieselben Grenzwerte wie eben,

S([N/s]+1)
denn R(N/s]+1,1/s) = O(\/W) wie aus dem Beweis von 6.1 hervorgeht: Dort ist
S([N/s]+1) O(N)

R(N,f) offenbar von der GroRenordnung der L&nge des Ellipsen- bzw. Hyperbelbogens. ¢

Satz 6.3 Es sei D kein Quadrat und D = Dgr? mit Dy Fundamentaldiskriminante, r e N.
Es sei f eine primitive, fur D < 0 aulRerdem positiv definite, Form der Diskriminante D.

firD<0

Dann gilt: ~ lim ZR(n f) = ‘1"\‘_D
N N‘P -1 %o furp>0

ggT(nr) =1 \/B

Dabeiist w=6 fir D = 3,w=4 fir D = 4 und w=2 fir D < 4.
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Das bedeutet, dal} Satz 6.1 giltig bleibt, wenn man den Mittelwert nur fir die zu r teiler-
fremden natirlichen Zahlen bildet, denn in {1, ... , N} gibt es %(p(l’)—FO(l) solche

Zahlen.

Beweis: Der Beweis von Satz 6.1 ist derart zu modifizieren, da man nicht mehr alle
Gitterpunkte (x,y) in den jeweiligen Gebieten zahlt, sondern nur noch diejenigen mit
ggT(f(x,y),r) = 1. Die folgenden Uberlegungen &hneln daher Schritt \.) in Satz 6.1.

Essei f(x,y) = ax?+ bxy +cy? und p ein Primteiler von r. Weil f primitiv ist, sind a und ¢
nicht beide durch p teilbar. Es sei p kein Teiler von a. Fir p = 2 gilt: p teilt nicht f(x,y)
< pteiltnicht (2ax + by)? - Dy* < p teilt nicht 2ax + by . Da 2a modulo p invertierbar
ist, ist bei vorgegebenem y flir x genau ein Rest modulo p ,,verboten“, wenn f(x,y) nicht
durch p teilbar sein soll. Dasselbe gilt fir p=2: Dannist D=0mod 4, also b=0 mod 2
und somit gilt: 2 teilt nicht f(x,y) < 2 teilt nicht ax* + cy’* < 2 teilt nicht x + cy.
Wenn p kein Teiler von c ist, so ist analog bei vorgegebenem x fir y genau ein Rest
modulo p verboten. Daher sind von den p? méglichen Restekombinationen modulo p fiir x
und y genau p(p — 1) erlaubt, wenn f(x,y) nicht durch p teilbar sein soll.

Essei r = pt...pyk mit pr< ...< px primund oy, ..,o0ce N.Sei s = p;...pk.
Betrachte das Gitterquadrat Q = {(X,y) € ZXZ|Xo< X < Xo+S, Yo< Y < Yo+S} der
Seitenlange s (Xo, Yo € R fest). Wenn man die Reste modulo p; , ..., pk sowohl fir x als

auch fur y irgendwie vorschreibt, so gibt es nach dem chinesischen Restsatz in Q genau ein
Element, dessen Komponenten die verlangten Reste lassen. Von den s* Elementen von Q
erfilllen also nach der obigen Uberlegung genau pi(p1 — 1) . .. pk(px — 1) = so(s) Stiick
die Bedingung ggT(f(x,y),r) = 1.

Ein Gitterquadrat der Seitenlange r ist die disjunkte Vereinigung von (r/s)®> Quadraten der
Seitenlange s und enthalt somit genau (r/s)* s o(s) = p2*~*..p**(p,—1)...(p, - 1)
= ro(r) Elemente (x,y) mit ggT(f(x,y),r) = 1. Ein Gebiet des Flacheninhalts F in der
Ebene setzt sich, bis auf einen Fehler von der Grofienordnung seines Umfangs, aus genau
F/r* disjunkten Quadraten der Seitenlange r zusammen, enthalt also, bis auf einen Fehler
der genannten Art, genau F o(r)/r Gitterpunkte (x,y) mit ggT(f(x,y),r) = 1. Es folgt:

N r 1 2nN o(r) 2n
(n,f) = lim + O(/N)) = bzw.
Naoo N(P T?Z:l) ) N — N(p(r) W ,\/ D r ( )) WA/ =D
99
N . r ,Nloge (p(l‘) log e iy
R(n,f) = lim D + O(WN)) = == fir
Naoo N(P T?Z:l) ( ) N —> o N(p(r)( \/B ( )) ,\/B
99
D<0 bzw. D >

In Satz 6.3 ist die Voraussetzung der Primitivitat von f wesentlich. Denn Schritt I.) in Satz
4.8 zeigt, dal} eine imprimitive Form f der Diskriminante D keine zu r teilerfremden Zahlen

darstellt, d.h. esist R(n,f) = 0 far ggT(n,r) = 1.
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Der Vollstandigkeit halber sollen noch Formen mit quadratischer Diskriminante untersucht
werden.

Erganzung 6.4 Es sei f eine Form der Diskriminante r> mit r e N. Dann gilt:
. I : . r N

lim — > R(n,f) = oco. Firprimitives f istauch lim R(n,f) = o.
ATPILLRY P M o &R0

ggT(n,r)=1

Beweis: Nach Satz 2.2 reprasentieren die Formen ax® + rxy , a € {1, ..., r}, die For-
menklassen der Diskriminante r>. Man darf also annehmen, daB f eine dieser Formen ist.
Nach Satz 3.1 ist U(f) trivial. Daher ist R(n,f) = [{(x,y) € Z?|ax*+rxy = n, x>0} fir

N
neNalso Y R(nf) = {(xy) € Z?|0< ax’+rxy< N,x>0}.

n=1
. . . . L X N X
Far positives x ist 0 < ax® + rxy < N gleichwertig mit & <y< — — & :
r rx r

Zu festem x >0 gibtesalso [E] ganze Zahlen y mit 0 < ax*+rxy < N . Es folgt:
rX

1 N 1 [N/r] N 1 [N/r] N 1[N/r]1
SYRME) = —S[N] = =S (—+0@) = Y- +0(1) —— > o
GROO = GIL = X A0W) = X+ 0 s

x=1

Ist f primitiv, d.h. ggT(a,r) = 1,s0ist ax*+ rxy genau dann zu r teilerfremd, wenn x zu r

teilerfremd ist. Betrachtet man also

N
z R(n,f) , so hat man in den Uberlegungen
n=1

ggT(nTr):l
nur Gberall die Bedingung ggT(x,r) = 1 hinzuzunehmen. ¢
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7 Die Klassenzahl

Durch Vergleich der Sétze 5.4 und 6.3 kdnnen nun Formeln fur die Anzahl h(D) der primi-
tiven bzw. primitiven und positiv definiten Formenklassen der Diskriminante D gewonnen
werden.

Satz 7.1 Es sei D eine Diskriminante. Dann gilt fur die Klassenzahl h(D):

wy-D L(1,xp) fir D <0

2n
H(D 1 firD=0
) = o(v/D) fir quadratisches D >0
/D L(1,%xp) flr nichtquadratisches D >0

loge,,

Dabeiist w=6 fir D = -3,w=4 fir D = <4 und w=2 fir D< 4.

Beweis:

Es sei D kein Quadrat und D = Dgr® mit Doy Fundamentaldiskriminante und r € N.

{f1,..., fno)} seiein Repréasentantensystem der primitiven, fur negatives D aulerdem
positiv definiten, Formenklassen der Diskriminante D. Nach Satz 5.4 gilt: L(1,xp) =
_ r N N hD) N
lim GP(n,D) = Ilim R(n,f,)  (nach Definition 1.14)
N & M Noy & &
ggT(n,r)=1 ggT(n,r)=1
271
h(D)—— firD<0
h(D) N
- Y lim —— YRMf) = Wy-D nach Satz 6.3.
1 N-= No(r) = h(D) 09¢p furD>0
ggT(n,r)=1 \/B

Das ist die Behauptung fir nichtquadratische Diskriminanten. Nach Satz 2.3 ist h(0) = 1
und nach Satz 2.2 ist h(m?) = @(m) firm e N. ¢

Die obigen Klassenzahlformeln ermdéglichen die numerische Berechnung von h(D), denn
man weill ja, dal h(D) ganzzahlig ist, und braucht deshalb nur ein hinreichend grol3es
Anfangsstick der Reihe L(1,xp) zu nehmen. Mithilfe sog. Gaulscher Summen lassen sich
die Werte L(1,yp) aber auch ausrechnen, so daR man h(D) geschlossen angeben kann. Dies
wird hier nicht durchgefuhrt. Nachfolgend sind die Klassenzahlen betragsmaiig kleiner
Diskriminanten aufgefiihrt.

D -31 -28 —27 -24 -23 —20 -19 -16 -15 -12 -11 -8 -7 -4 -3
ho 3 1 1 2 3 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1
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b 0 1 4 5 8 9 12 13 16 17 20 21 24 25 28 29
ho 1. 172 1 1 1 2 2 1 2 1 3 2 2 4 2 1

Das Ausgangsproblem war die Berechnung von R(n,f) fiir eine gegebene Form f der
Diskriminante D und eine gegebene ganze Zahl n. Hat f den Koeffizienten-ggT t € N, so
ist R(n,f) =0, falls t kein Teiler von n ist, und R(n,f) = R(n/t , f/t) ansonsten. Man darf also
annehmen, dal3 f primitiv ist. Ist D = 0 oder n = 0, so ist die Sache einfach (siehe die
Ergénzungen 8.2 und 8.3). Es gelte also D = 0 und n = 0. Fiir D < 0 sei auBerdem f positiv
definit fir positives und negativ definit fiir negatives n. Man berechne GP(n,D) mit Satz
8.1. Ist GP(n,D) = 0, so ist erst recht R(n,f) = 0. Ist h(D) = 1, was bei betragsmaliig kleinem
D héufig der Fall sein wird, so ist R(n,f) = GP(n,D).

Man kann also mithilfe der hier bewiesenen Satze R(n,f) in vielen Fallen berechnen.
Allgemein ist das jedoch nur durch Algorithmen moglich, die Gegenstand der Reduktions-
theorie sind. Eine geschlossene Formel fir R(n,f) existiert nicht.

Die Gesamtzahl der Losungen von f(x,y) = n ist einfach |U(f)| - R(n,f), wie aus dem Beweis
von Satz 6.1 hervorgeht.
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8 Die Gesamtdarstellungszahl (11)

Satz 8.1 Es sei D =0 eine Diskriminante, D = Dy r2 mit Dy Fundamentaldiskriminante
und r e N, und es sei n #0 eine ganze Zahl. Dann gilt:

Ist ggT(n,r?) kein Quadrat, so ist GP(n,D) = 0. Ist ggT(n,r?) = s® mits eN,n = n’s?
und D = D’s?,soist GP(n,D) = s H - XL(p)) ZXD.(m).

p prim, p|s m €N, mn’

Der Satz liefert GP(n,D) fur jede Diskriminante D # 0 und jede ganze Zahl n = 0. Das in
der Formulierung auftauchende D ist eine Diskriminante: Esist r* = s?t* fiireint e N,
somit D = Dos’t* = D’s”, also D’ = Dot = 0 oder 1 mod 4 . xp- ist der von y,, indu-

zierte reelle Charakter modulo |D’| . Satz 4.8 ist als Spezialfall enthalten, aus ggT(n,r) = 1
folgt ja ggT(n,r’) = 1,also s=1,n’=n,D’=D.

Beweis: (F. Hirzebruch, D.B. Zagier, Inventiones Mathematicae 36 (1976), Seite 69-70,
Proposition 2)

1) Das erste Ziel ist, fur die GréRe G*(n,D) = G*(n,Dor?) eine ,,simultane Multiplika-
tivitat” in n und r nachzuweisen: Wenn {p; | i € N} die Menge aller Primzahlen ist und

n = Hp?' bzw. r = 1_[pii die Primfaktorenzerlegung von n € N bzw. r ist, dann gilt
i=1

i=1

G*(n,Dor’) = GX([[pi . Do[[P*) = []G*(p{",Dop™) .
i=1 i=1 i=1

Betrachte zum Beweis dieser Aussage irgendeine Primzahl p. p? , B € No , sei die héchste
Potenz, in der r von p geteilt wird. Dann ist G*(p®,Dor?) = G*(p%, Dop?) fiir alle o € Ny.

1. Fall: p ist ungerade. Es ist G*(p*,D) = [{1<b <p®|b®=D mod p*}| nach Teil IL.) in
Satz 4.6. Esist r = p’t fireint e N mit ggT(t, p* = 1.tist modulo p* multiplikativ
invertierbar, also gibtes zu b e {1, ..., p“} mit b*=D mod p* genau ein a € {1, ..., p“}
mit at = b mod p*, folglich a’t* = b?> = Dop?t* mod p*, also & = Dop** mod p*.
Auf diese Weise erhalt man eine Abbildung von der Menge {1 <b < p*|b? =D mod p*}
in {1<a<p*|a’=Dgp® mod p*} . Man sieht leicht, daB diese Abbildung bijektiv ist.
Daraus folgt G*(p®,D) = G*(p*, Do p**).

2. Fall: p=2.Nach Lemma 4.4 gilt G*(2°D) = {1<b<2“"'|b’=D mod 2**?}|.
Esist r = 2Pt fiireint e N mit ggT(t,2*"%) = 1.tist modulo 2**? invertierbar, daher
existiert zu b e {1, ..., 2**'} mit b’=D mod 2**? genau ein ¢ e {1, ..., 2** %} mit
ct = bmod2**?, also ¢’ = b* = De2*"t* mod 2**?, also ¢* = Dy2* mod 2**2.
Fir c< 2°"! setze a = ¢, fur c> 2*"" setze a = c—2**! . Esist (c—2*"")? = ¢?

mod 2% * % . Man erhalt derart eine Abbildung von {1 <b<2**'|b?*=D mod 2**?} in
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{l1<a<2“"'|a®=Dy2% mod 2“*?} . Die Abbildung ist bijektiv: Ist a e {1, ..., 2*" '}
mit a> = Do 2% mod 2“*? vorgegeben, so gilt (at)> = (@+2**")t)* = Dmod 2“*?,
und die Zahlen at, (a+2“* "t sind zwar kongruent modulo 2** !, nicht aber modulo 2**2
denn t ist ungerade. Also ist genau eine der beiden Zahlen kongruent modulo 2* * 2 zu
einem b e {1, ..., 2*"'}. Somitist G*(2*,D) = G*(2% Dy 2%).

Nun: G*(nDor?) = G*([]p:" Do) = [[G*(pi.Dor*) = []G*(p,Depi*)
i=1

i=1 i=1

denn nach Lemma 4.5 ist G*( - ,D) multiplikativ.

I1.) Diese simultane Multiplikativitét iibertragt sich auf G(n,Dor?) und GP(n,Dor?).

G(n,Der?) = G(HP. , DY) = HG(p?i,DOrZ) (nach Lemma 4.5)

H ZG*( b ,D,r?)  (nach Lemma 4.3) H ZG*( b 0¥ (nach 1))

i=01¢2

0

H G(p*,D,p?) (nach Lemma 4.3).

Fiir GP(n,Dgr?) ist die Sache schwieriger. Es sei zundchst allgemeiner n € Z \ {0}. Es gilt

GMDy) = 3 GP(n D, r (siehe Definition 1.14) = % GP(n D, r )
£2[Dyr? t] ggT(n.r)
D,r* . L I : n .
denn 2 ist nur genau dann eine Diskriminante, wenn t ein Teiler von r ist, und T ist

nur genau dann eine ganze Zahl, wenn t ein Teiler von n ist.

Essei u: N — {0, 1, -1} die M0bius-Funktion, d.h. p(t) = 0, falls t nicht quadratfrei
ist, und p(t) = (—1)" , falls t quadratfrei und k die Anzahl der Primteiler von t ist.

2 n I,2
D ou(t) G( ) = Dot > GP(—, D, ﬁ) =
t| ggT(n,r) tn.t|r ulogT(n/t, r/t)
n r?
> 2, wb)GP(—,Dy—5—) = D () GP( ) =
tn,tr uln/t, ulr/t tu t°u djn,djr tu=d
2
D (o) GP( r ) = GP(n,Dor?) , denn nach einem bekannten Satz ist
dlggT(n,r) t/d
>u(t) =0 fur d>1.Alsoist GP(n,Dor’) = Zu(t)G( D, 2) fur jedes n = 0.
t|d t| ggT(n,r)

Das ist eine Art Mobiussche Umkehrformel.

Aus ihr folgt zunachst GP(-n,D) = GP(n,D) denn nach der dem Lemma 4.4 folgenden
Bemerkung ist G(-n,D) = G(n,D) .
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Betrachte nun wieder n = [[p e N, r = J]p}.Esseien p1, .., pm, me No,
i=1 i=1

diejenigen Primzahlen, die sowohl n als auch r teilen.

[TGP(:Dup) - [ ¥ wwed-p,P

i=1 | ggT(p pl) t

2p;
i
2

) =

m

[T(G(: D) = 61 Dpi" ) TT6(ri,Dypi") -

i=1 i=m+1
h(L) +...+h(m) n r? oy .
> (- G( g7 Po zv——zvey ) (denn G(n,Dor?) ist
higL, ...m} - {013 P P Py . P
2
simultan multiplikativ) = u(t)G(%,DOI—Z) = GP(n,Dgr?) .

t| ggT(n,r)

Damit ist die simultane Multiplikativitat in n und r auch fur GP(n,Dor?) gezeigt.

I11.) Um GP(n,Dor?) fiir jedesr € N und jedes n e Z\{0} ausrechnen zu kdnnen, braucht
man also nur GP(p%, Do p**) fiir jede Primzahl p und alle o, € Ng zu kennen. Um diese
GroRen zu ermitteln, werden erzeugende Funktionen eingefihrt:

Es seien x,y unabhéngige Unbestimmte tber R oder C und p eine Primzahl. Setze

FPo, ,(x,Y) = D Y GP(p*,D,p*)x*y"  und

a=0p=0

Fo,o (Y) = 2.2 G*(p",Dp™) x°y".

a=08=0
Der zentrale Schritt im Beweis ist die Berechnung von FP,  (x,y). Das ist nicht einfach

und geschieht dadurch, daB F*;  (x,y) berechnet und zu FP, ,(x,y) in Beziehung

gesetzt wird. Man koénnte mit diesen Potenzreihen ganz formal operieren. Das will ich
nicht tun, sondern sie als Objekte der Analysis auffassen. Zundchst werden daher
Konvergenzuberlegungen angestellt.

o0

Betrachte fiir festes oo € Ny die Reihe GP(p*,D,p?*)y”. Nach Lemma 4.4 ist
B=0

G*(p%, Dop™) = H{1<b<2p®|b?=Dop* mod4p*} < 2p* und somit

GP(p%, Dop¥) < G(p* Dop?¥) = ZG*(f—z’Dopz“) < >2pt < (o+2)p”.
tzpa

tZ pa

(e +2)p* ———> 1, alsoist die Reihne D GP(p*,D,p?)y" firr |y|<1 absolut

p—o>ow
=0

konvergent. Es sei sogar |y | < 1/2.
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Dann ist | > GP(p*,Dp*)y*| < D (a+2)p*/2)" = 2(a+2)p*. Es folgt
=0 B=0
Iimgup D GP(p*, D) Y| < lim g/2(a+2)p" = p.
=0 ho0 o —> 0

Somit ist die Doppelreihe > " GP(p*,D,p™)y" x* zumindest fur | x|, |y| < 1/p

a=0p=0
absolut konvergent. Fur solche Argumente darf man daher ohne Bedenken die Summa-
tionsreihenfolge andern, Produkte mit anderen derartigen Reihen durch Ausmultiplizieren

bilden etc. Dasselbe gilt ersichtlich fir > > G*(p®, D,p*)y” x* .

a=0p=0

IV.) Es soll die Funktion F*;,  (X,y) ausgerechnet werden. Zu diesem Zweck missen
die GroRen G*(p* Dop®) = {1 <b<2p*|b®=Dyp® mod4p“}| untersucht werden.

Essei «>2,B>1 und ke Z.Dannistdurch b — bp+2kp®~* eine Bijektion von
{1<b<2p* 2 |b?=Dop?® Y mod 4p* %} auf {2kp* '+1 < a < 2(k+1)p* '|a’=
Do p? mod 4p“} gegeben. Dennerstensist 1 < b < 2p®~? &quivalentzu 2kp*~'+1
< bp+2kp* ! < 2kp® !+ 2p* 1. Zweitens ist fur a € {2kp* ' +1,...,2(k+1)p* '}
mit a? = Do p?® mod 4p® p ein Teiler von a, so daB a bei Division durch 2p*~* einen durch
p teilbaren Rest 148t und es genau ein b e {1, ..., 2p* %} mit a = bp + 2kp* ! gibt.
Drittens gilt: b? = Do p?® Y mod 4p“~2 < 4p*| (b%p® — Dop® + 4bkp® + 4k’p**~")
< (bp+2kp® "% = Dop? mod 4p*. Nunist {1 <b<2p*|b?=Dyp? mod 4p*} =

p-1
J{2kp* ' +1 < a < 2(k+1)p* ‘ a®> = D,p” mod 4p°} disjunkte Vereinigung, also ist
k=0

G*(p*, Dop™) = pG*(p* 2 Dop*® V) fira=2,p=>1.

Nun sollen die Randfélle =0, a=1 und B =0 untersucht werden.

G*(1, Dop?) = H1<b<2|b®=Dep* mod4} = 1. Nach SchrittIl.) in Satz 4.6 ist

2B
G*(p, Dop®) = {1<b<p|b®=Dep® modp} = 1+(D0§ j =1 firp=2,p=0.

G*(2, D2%) = [{1<b<4|b*=Dy2% mod 8}

1 furp=0.

o oa—-2
G*(p%, Do) = ZG*('f—Z,Do) -y G*(ptz D,) = G(p* Do) — G(p" 2 Do)
Zp(x

t tz‘p"’z

= Do, (M) — Dxp (M) = 7p,(p%) + %p,(P*™) flra>1, unter Verwendung

[
von Lemma 4.3 und Satz 4.6.

m‘pOL m
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8

V) PR, (y) = ) DG (p*,DpP)xyP = ZZ *(p*, Dop?) xy" +
a=0p=0 a=2 p=1

o0

G*(LDpp™*)Y"  + D G*(p,Dp¥*)xy? + D G*(p*,D,y)x° =
a=1

0 B=1

NgE

p

8

0

2 2 PGH(P D ) x4+ Dyt o+ Y oxy o+ Z(XDO(D“)+XDO(D°“1)) X"

a=2p=1 B=0 p=1
S o— - o— - 1 o Ot
= pxly Y Y Gx(p“ E DY) x Ayt + + Z(xDo(p))
a=2B=1 1-y 1 y a=1
> ) 1+ xy %o, (P) X X
(Xo, (P))* X" = pPYF*, (Xy) + + : + =
(;l > PP 1-y 1_XD0(p)X 1_XD0(p)X

1+xy A+ %, (P)) X
1-y 1-%p,(P) X

F o, (XY) = A+ ) ko, (P)x) + U+ %o, (P)x (A~ Y) und schlieRlich

(L= y) (- %o, (P)X) (L - pX°y)

(14 X) L= 10 (P)XY) ..
F*p,.0 (XY) = —— f : 1/p .
o OV = T ey A (KDY P

Die Funktionen FP, (X,y) und F*,  (x,y) hangen wie folgt zusammen:

PAYF*, (X y) + fir [x|,|y| < 1/p. Somit ist

FPp, ,(X.Y) = DXy D D> GP(p*, Dop®) x%y" =
1-xy ¥=0 @=0p=0
2 2 2 GP(. D) x Y= 3 N DIGP(pY, DpM) ) Xy =
a=0pB=0y=0 p=0v=0 a+y=p

in (4 v) e

0 0 min(u, v 0 0
Z Z( ZGP(D“#,DODZ(Vﬂ)))X“yV _ Z Z( Z Ly nyvoo
p=0v=0 y=0 w=0v=0 t|ggT(p"p") t
2 & p* ” y . . n D,r?
DY (D G*(5,Dp?) ) x"y"  (denn nach Schritt 1) gilt > GP(—,—%—) =
w=0v=0 t2[p t t| ggT(n,r) t ot

G(n,Dor%) , und nach Lemma 4.3 ist G(n,Dor?) = ZG*(— D,r?) fir n20) =

t?|n
DN R AL LA 35 ) ZG*(p D) x“**y? =
pu=0v=0 0<Y<% a=0B=0y=

1 iy
ZXZV Z);;Z%G*(p ,D,p?)xyP = T F*p, o (X,y) . Man erhalt
(1=xy) (1= xp, (P)XY)
1-x)A-y)A-px’y) (1 - %o, (P)X)
Diese Identitét ist der Angelpunkt des Beweises. Entwickelt man die rechte Seite in eine
Potenzreihe in x und y, so kann man durch Koeffizientenvergleich die gesuchten Grolzen
GP(p“, Dop*) bestimmen.

FPDOVp(x,y) ur | x|,|y| < 1/p.
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1 1 2 1 1
vE) — — = x“y* fur |x|,|y|] < 1. =
1-x 1-y Z(H;) 1-px®y 1- 1y, (P)X
DY) D (o, (X)) = DL D P (ao, (P) XYY fur [ x|, |y| < 1p.

n=0 v=0 n=0 v=2p
DX D D (o, (P XY = Z Z( D (xp, (P)° ) xyP =
k=0 A=0 n=0 v=2p a=0p= ;er;[}
v>2u
0 0 B oa-2pn )
D200 Do (o, (P)Y) xy* fur x|, |y| < 1/p. Nun:
a=0pB=0 pu=0 v=0
2 & . . (1=xy) (1= xp, (P)XY)
> D GP(PY, D)Xy = FP, L (Xy) = =
a0 p=0 A-x)1-y)A-px7y) (L - xp,(P)X)

o—2u

= (1-xy) (1 - xp, (P)XY) Z Z(Z D P (xp, (P))¥) X*yP =
a=0pB=0 pu=0 v=0
2, 2

0 B a-2u

(L = @+ xp, (PNXY + %o, (PIX°Y?) Z D0 D (o, ()Y x%yP

a=0B=0 p=0v=0

a-2p B-1 a-2p-1 B-1 a—-2p
ZZp (xo, (P - > 2P (xp, (P)) - DRI O ()
p=0 v=0 u=0 v=0 u=0 v=1
B—2 a—-2u-1 o ®
D o, ()Y )XY = Y D PP, ()Y D p (o, (P
p=0 v=1 a=0p=0 v<oa-28 \ZzVSS(;

20 o, () = D P (o, ()T ) XY fur x|y | < Up, also
v<a-2B+1 vp-2

2v<oa-1
GP(P", Dop™) = Do, (M) + 2P (o, (PN = D" o, ()
v<oa-28 v<p-1 via-2p+1
2v<a

- va(xDo(p))“’zv fur alle o, € Ng . Dabei laufen alle Summen von Null an.

v<p-2
2v<a-1

1. Fall: o < 2B , a gerade. Dann sind die erste und die dritte Summe leer, die zweite
Summe lauft bis o/2 und die vierte bis a/2 — 1, so dal} sich diese beiden Summen bis auf
den Term p*’? wegheben. GP(p*, Dop®) = p*'2.

2. Fall: a < 2B — 1, a ungerade. Die erste und die dritte Summe sind leer, die zweite und
die vierte heben sich weg, denn beide laufen bis (o —1) /2. GP(p* Dop®) = 0.

3. Fall: o =2p — 1. Die erste Summe ist leer, die dritte ist gleich — pB‘lxDo(p) . Die zweite

Summe lauft bis B — 1, die vierte bis f — 2, so daB die beiden sich wegheben bis auf den
Term p’~yp (). GP(p* Dop™) = 0.

4. Fall: B =0 . Die dritte Summe ist nicht vorhanden, die zweite und die vierte Summe sind

leer. GP(p", Dop™) = > (o, (P))"
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5. Fall: > 2B > 0. Die zweite Summe lauft bis p — 1, die vierte bis B — 2, sie heben

sich also weg bis auf den Term p“‘l(xDO (p))* -1,
a—2p a-2p+1

GP(p*, Dop™) = Zpﬁ(xoo(p))v + PP (o, (p))* PP - Zﬁ)|0B’1(x.3(,(|0))”l =

B B-1 a—Zﬁ_ v _ [3 XDO(p) 2P
(P" = %o, (P)P" ) Z(XDO(D)) = pd-—-) Z(XDU(D))

p*? fir o < 2B, o gerade

0 flr o < 2B, o ungerade

Resultat: GP(p“,D,p%*) = Z(xDo(p))V fur=0
%o, (P) " )

pP1-=2 )Z(XDO(D)) fura>23>0

VI1.) Der Satz kann nun bewiesen werden. Wie vorhin sei n = Hp, und r = Hp,

i=1 i=1
Nach Abschnitt I1.) ist GP(n, Dor®) = HGP(p?‘,Dopri) :
i=1
Ist ggT(n,r?) kein Quadrat, so gibt es ein i e N so, daR min(cs, 2Bi) ungerade ist, d.h. o ist
kleiner als 2f; und ungerade. Es folgt GP(p®,D,p*) = 0 und GP(n, Dor®) = 0.

Essei ggT(nr?) = s°,se N.Dannist GP(n,Dor’) = []pi"” HZ(XDO(p )Y
o; < 2B =0v=0
o %o, () %o, (Pi) ey v

[T eP@-== )Z(XDO(P N = s ] a-= 1] Z(XDO(pi)) :

;2 2B, >0 P; ;2 2B;>0 Pi @ 22p; v=0
a; —2B; o = 2B;
Essei n = n’s® und Dor* = D’s®. Do, () = ] Z(XDO(P )" =
o;>2p; v=0 o >2B; v=

o —2B;
IT 2%, ) = ] ZXDO(m) = ]G, * D)  (vgl. Abschnitt 1.) in
piln' v=0 pi|n' m‘p Bi pil n'

Satz 4.6) = (XD0 I)(Hpi ) = (XDO* N(n') = Z'XDO(m) = Z‘XD'(m)'

pil '
denn ist m ein Teiler von n’, so ist m zu r’/s* teilerfremd, so dal %o, (M) = xp(M) ist.

> 2Bi > 0 ist gleichwertig damit, daB p; ein Teiler von s, aber kein Teiler von r?/s” ist.
Wenn eine Primzahl p ein Teiler von r*/s? ist, so ist yp  (p) = O, andernfalls hat man

xo' (P) = %o, (P) - Also ist H @a- XD;J(D) H(l XDp(p )) und insgesamt

o >2p; >0 i pils i

GP(n,Dgr?) = s H(l XDp(p)) Z o(m) . Damit ist der Satz fiir positives n bewiesen,

pprim
pls

und wegen GP(-n, Dor?) = GP(n,Dor?) ist er auch fiir negatives n richtig. ¢
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Der Satz liefert GP(n,D) fur jede ganze Zahl n # 0 und jede Diskriminante D # 0. Die
Randfélle D=0 und n=0 sind einfach.

GP(n,0) sei fir n = 0 die Summe der Darstellungszahlen von n durch primitive Formen-
klassen der Diskriminante 0. Somit ist GP(n,0) = R(n,x?) + R(n, —x?) nach Satz 2.3.
Fiirm e N ist GP(m?,0) = R(m?,x%) und GP(-m?,0) = R(-m?, —x) . Die L6sungs-
menge von x* =m? ist {(my), (-my) | y € Z} . Nach Schritt VII.) in Satz 3.1 ist

1 -1
{(O D ( 0 yj| y € Z} die Automorphismengruppe von x° . Sie operiert auf der

. ) 1 0)(m m -1 0)(m -m
Losungsmenge wie folgt: ( )( j = ( j , ( j( j = ( j :
v Uy ym+y vy -“U\y ym-y
1 0)(-m -m -1 0)(-m m .
( j ( j = ( j und ( j ( ) = ( J . Daran sieht man,
vy Uy —ym+y vy “U\y —ym-y

m m N
dal3 die Menge {(J, C (mj} die Aquivalenzklassen von Ldsungen reprasentiert.

Also ist R(m?, x?) = m und ebenso R(-m?, —x?) = m . Man erhélt die

Erganzung 8.2 Esist GP(+m?,0) = m und GP(n,0) = 0 sonst (m,n =0).

GP(0,D) sei die Summe der Darstellungszahlen von O durch primitive Formenklassen der
Diskriminante D, wobei aber die stets mogliche triviale Darstellung der O durch f(0,0)
unberucksichtigt bleiben mdge. Zahlt man diese Darstellung auch in R(0,f) nicht mit, wenn

f irgendeine Form ist, so ist R(0,f) = ZR*(O,f) = ZR*(O,f) = o bzw. 0, je
t?|0 t=1
nachdem, ob 0 durch f eigentlich dargestellt wird oder nicht (siehe den Beweis von 4.3).

Also ist auch GP(0,D) = oo bzw. 0, je nachdem, ob O durch eine primitive Form der
Diskriminante D nichttrivial dargestellt wird oder nicht.

Es gelte ax* + bxy + cy?> = 0 mit (x,y) # (0,0). ImFalle a=0 ist D = b®—4ac ein

Quadrat. Ansonsten hat man ax*+ bxy +cy’> = 0 < (X +2_t;y)2 = Eyz

+ (2ax + by) = y+/D , d.h. /D st rational und D ist wieder ein Quadrat. Nur Formen mit

quadratischer Diskriminante kénnen also O nichttrivial darstellen, und jede solche Form tut
das offenbar auch nach Lemma 1.15. Man erhélt die

Erganzung 8.3 Esist GP(0,D) = « falls D ein Quadrat ist, und GP(0,D) = 0 sonst.
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Symbolverzeichnis

N Menge der natlrlichen (positiven ganzen) Zahlen

No Menge der natiirlichen Zahlen einschlie3lich Null

Z Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

Z/nZ Restklassengruppe (Z,+)/(nZ, +)

(Z/'nZ)* Einheitengruppe des Restklassenringes (Z,+,-)/(nZ,+,-)

SLy(Z) spezielle lineare Gruppe der 2 x 2 - Matrizen tber Z (Gruppe der2x 2 —
Matrizen mit ganzzahligen Eintragen und Determinante 1)

A x B cartesisches Produkt von Mengen bzw. dufReres direktes Produkt von Gruppen
~ istisomorph zu“ bei Gruppen bzw. ,entspricht“ bei Formen

|-| Betrag einer Zahl bzw. Anzahl der Elemente einer Menge

Det(Q) Determinante der Matrix Q

Q" Transponierte der Matrix Q

D(f) Diskriminante der Form f

U(f) Automorphismengruppe der Form f

R(n,f) Darstellungszahl der ganzen Zahl n durch die Form f

R*(n,f) eigentliche Darstellungszahl der ganzen Zahl n durch die Form f

fo  Grundform zur Diskriminante D

ep Grundeinheit zur Diskriminante D

o reeller Charakter zur Diskriminante D

Eo {i(t+uvD)|tueZ,t®—Du* =4}

h(D) Klassenzahl der Diskriminante D

GP(n,D) Gesamtdarstellungszahl von n durch primitive Formen der Diskriminante D
G(n,D) Gesamtdarstellungszahl von n durch beliebige Formen der Diskriminante D
GP*(n,D) eigentliche Gesamtdarstellungszahl von n durch primitive Formen zu D
G*(n,D) eigentliche Gesamtdarstellungszahl von n durch beliebige Formen zu D

aln ateiltninz
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ggT groRter gemeinsamer Teiler ganzer Zahlen, stets nicht negativ gedacht
sgn Vorzeichenfunktion: sgn(n) = 1,0,-1 fir n>0,n=0,n<0

¢ Eulersche Phi-Funktion: ¢o(n) = |{a € {1, ...,n}/ggT(a,n)=1} furne N
| Eins-Funktion: I(n) = 1 firne N

(E) Legendre- bzw. Jacobi-Symbol
n

*  Faltungsoperator bei Folgen: (F * G)(n) = ZF(m)G(%) firn e N

m|n
F(n) = O(G(n)) Landausche O-Notation fiir Folgen reeller Zahlen: Die GroRenordnung
von F ist hochstens so groR wie die von G, d.h. die Quotientenfolge
(F(n)/ G(n))”_, ist beschrankt.

L(-,y) zum Charakter y gehorige L-Reihe
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