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【摘　要】数学哲学是数学与哲学的交叉领域。数学研究对象的

特殊性给哲学家们提出了与传统知识论和 形 而 上 学 密 切 相 关 的

问题：哲学家们追问着“数的本质 是 什 么？”“如 果 数 是 抽 象 实 体，

那么我们如何能够获得 它 们 的 知 识？”等 哲 学 问 题。广 义 上 的 数

理逻辑，也就是涵盖了集合论、证明论、模型论与可计算理论这些

分支的数理逻辑的发展，使得用数学方法探讨不同哲学假设带来

的不同数学后果成为可能。借此，我们能更加清晰地看到数学柏

拉图主义、直觉主义、数学唯名论等流派的发展动机与局限，对机

器证明等问题也有了深入理解的可能性。
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　　如果数学被看成一门科学，那么数学哲学应被看成科学哲学的一个分支，

并因此与物理学哲学、生物学哲学等学科并列。然而，由于其研究对象（的特殊

性），数学哲学在科学哲学中占据了一个特殊位置。自然科学的研究对象是处

在时间与空间中的实体，但对数学所研究的对象来说，它们是否同样如此并不

清楚。此外，数学的研究方法与自然科学的研究方法有明显不同。自然科学通

过归纳法得到一般知识，数学知识看上去是用另一种方法得到的：也就是从基

本原则出发的演绎。数学知识与自然科学知识的状态看起来也并不相同。相

较于数学理论，自然科学理论看上去更不确定，对修正也更加开放。出于这些

原因，数学给哲学提出了一类非常独特的问题。相应地，哲学家们对与数学相

关的本体论和知识论问题也已经给予特殊关注。

一、数学哲学、逻辑以及数学基础

一方面，数学哲学 关 注 与 形 而 上 学 以 及 知 识 论 的 中 心 问 题 密 切 相 关 的 问

题。乍一看，数学似乎是在研究抽象实体（ａｂｓｔｒａｃｔ　ｅｎｔｉｔｉｅｓ）。这让人们好奇：数

学实体（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｅｎｔｉｔｉｅｓ）的本质在于什么，以及我们如何能够拥有关于数

学实体的知识？若这些问题被视为不可解决，那么，人们可能会试着探讨数学

对象是否以某种方式而终究属于具体世界（ｔｈｅ　ｃｏｎｃｒｅｔｅ　ｗｏｒｌｄ）。

另一方面，事实已经证明，在某种程度上运用数学方法解决有关数学的哲

学问题是可行的。人们是在 数理逻辑 被视为包含证明论、模型论、集合论以及

可计算理论这些子领域的背景下取得了这一成就。因而在２０世纪，人们见证

了对一些关于数学本质的理论及其后承的数学研究，而那些关于数学本质的理

论在根子上是哲学理论。

当职业数学家关心自身学科的基础，人们就称他们在做基础研究。当职业

哲学家研究有关 数 学 的 哲 学 问 题，人 们 就 说 他 们 是 在 为 数 学 哲 学 做 贡 献。当

然，数学哲学与数学基础之间的区别是模糊的，而且在有关数学本质的问题上，

致力于此的哲学家和数学家们之间的互动越多越好。

二、四大流派

１９世纪哲学与科学的总体倾向是经验性的：有关数学的理性主义理论，其

柏拉图主义方面正飞速失去支持。尤其是，曾被高度推崇的对“理念”（ｉｄｅａ）的

理性直观（ｒａｔｉｏｎａｌ　ｉｎｔｕｉｔｉｏｎ）亦被视为可疑。因此，确切地阐述一个不含有柏拉
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图主义因素的数学哲学理论成为当时的挑战之一。在２０世纪的前几十年，三

种对数学的非柏拉图主义阐释（ａｃｃｏｕｎｔｓ）得到了发展：逻辑主义、形式主义和直

觉主义。２０世纪之初也萌发了第四种纲领：直谓主义（ｐｒｅｄｉｃａｔｉｖｉｓｍ）。由于偶

然的历史环境，这一纲领的真实潜力直到１９６０年代才逐步得到显示。尽管如

此，在已经被大多数标准的当代数学哲学导论———比如《思考数学》①和《数学哲

学》②讨论的传统的三大流派之外，它仍然值得一席之地。

（一）逻辑主义

逻辑主义方案的主要内容是尝试将数学还原为逻辑。由于逻辑通常被假

定为在本体论问题上是中立的，因而这一方案看起来与２０世纪初的反柏拉图

主义氛围十分契合。
“数学是伪装的逻辑”这一想法可以追溯至莱布尼茨。但只有在１９世纪戴

德金（Ｊｕｌｉｕｓ　Ｗｉｈｅｌｍ　Ｒｉｃｈａｒｄ　Ｄｅｄｅｋｉｎｄ）和皮亚诺（Ｇｉｕｓｅｐｐｅ　Ｐｅａｎｏ）明确表述核

心数学理论的基本原则（ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ），以及弗雷格发现逻辑的原则之后，人们才

开始严肃而细致地尝试执行逻辑主义纲领。

在大半职业生涯中，弗雷格都致力于表明数学如何能被还原为逻辑。③ 他

成功地从一个二 阶 逻 辑 系 统 的 基 本 法 则 中 推 出 了（二 阶）皮 亚 诺 算 术 的 原 则。

他的推导毫无问题。然而，他所依赖的一条原则却被证明不是逻辑原则。更糟

糕的是，这条原则站不住脚。出问题的原则就是弗雷格的基本法则五：

｛ｘ｜Ｆｘ}＝｛ｘ｜Ｇｘ}　 当且仅当 ∀ｘ（Ｆｘ≡Ｇｘ），

用自然语言说就是：性质下的外延与性质Ｇ 的外延相同，当且仅当是Ｆ的事物

都是Ｇ，并且是Ｇ 的事物也都是Ｆ。

在一封著名的给弗雷格的信中，罗素表明弗雷格的基本法则五必然导致矛

盾。④ 这个论证已经被称作罗素悖论（见２．４节）。

罗素后来尝试用另一种方法将数学还原为逻辑。从弗雷格基本法则五可

以推出，相应于数学实体的每一种性质，存在一个数学实体的类（ｃｌａｓｓ），该类中
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的每个成员都具有这一性质。这一结论显然过强，因为它正是导致罗素悖论的结

论。因而罗素假定，只有已经被证明存在的数学对象的性质才给出（ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ）

类。那些隐性地指向实际不存在的类，又意图给出这些类的谓词，并不给出任

何类。因而，我们得到了一个类型化的性质的结构：基础对象（ｇｒｏｕｎｄ　ｏｂｊｅｃｔｓ）

的性质，基础对象和基础对象的类的性质，如此等等。这种类型化的性质的结

构给出了一个分层的数学对象的宇宙：从基础对象开始，进展到基础对象的类，

再到基础对象和基础对象的类所构成的类，等等。

不幸的是，罗素发现他的类型化逻辑的原则不足以演绎出甚至是最基本的

算术 法 则。除 了 别 的 内 容，他 还 要 将 “存 在 一 个 基 础 对 象 的 无 穷 的 集

（ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ）”作为一条基本原则。然而这条原则很难被视为逻辑原则。因而将

数学还原为逻辑的第二次尝试也逐渐中止了。

事情被搁置了五十多年。１９８３年，克里斯平·赖特（Ｃｒｉｓｐｉｎ　Ｗｒｉｇｈｔ）有关

弗雷格的自然数理论的著作得以出版。⑤ 在其中，赖特赋予了逻辑主义方案新

生命。他发现可以将弗雷格对二阶皮亚诺算术的推导分为两个阶段。在第一

阶段，弗雷格使用不一致的基本法则五推出了人们所说的休谟原则：

性质Ｆ外延的数＝性质Ｇ 外延的数，当且仅当Ｆ的外延与Ｇ 的

外延等势（Ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｆｓ＝ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｇｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ
Ｆ≈Ｇ）。

其中，具有Ｆ性质的事物的集合与具有Ｇ 性质的事物的集合等势意味着具有

性质Ｆ的事物的集合与具有性质Ｇ 的事物的集合之间存在一一对应关系（这种

一一对应关系可以在二阶逻辑中得到表达）。随之，在第二阶段，二阶皮亚诺算

术的原则可以从休谟原则和已被接受的二阶逻辑的原则中推出。尤其是，在第

二阶段的推导中并不需要用到基本法则五。赖特进一步猜想，不同于弗雷格的

基本法则五，休谟原则是一致的。乔治·布洛斯（Ｇｅｏｒｇｅ　Ｂｏｏｌｏｓ）和其他人观察

到休谟原则的确一致。⑥ 赖特继续宣称说，休谟原则能够被当成一条逻辑真理。

若的确如此，那么二阶皮亚诺算术就可以还原为逻辑。因此，一个新形式的逻
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辑主义诞生了；如今这一观点就是人们所说的新逻辑主义（ｎｅｏ－ｌｏｇｉｃｉｓｍ）。⑦

当今大多数数学哲学家对“休谟原则是逻辑原则”保持怀疑。事实上，在最

近几年，甚至赖特都试图修正这一断言———他现在论证说休谟原则是对我们的

数的概念的分析，并且因此至少是一条理性的法则（ｌａｗ　ｏｆ　ｒｅａｓｏｎ）。

赖特的工作已经将数学哲学家们的注意力吸引到以基本法则五和休谟原

则为例的一类原则上。人们称这些原则为 抽象原则（ａｂｓｔｒａｃｔｉｏｎ　ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ）。目

前，数学哲学家们尝试构造有关抽象原则的一般理论，并由此说明哪些抽象原

则是可接受的，哪些不是以及原因是什么。⑧ 同样，在二阶逻辑弱化版本的语境

中，“弗雷格的基本法则五是一致的”也得到证实。但这些较弱的背景理论仅允

许从基本法则五中推出非常弱的算术理论。⑨

（二）直觉主义

直觉主义起源于数学家布劳威尔（Ｌ．Ｅ．Ｊ．Ｂｒｏｕｗｅｒ）的工作⑩10，它是在对“对

象是什么”的康德主义看法的启示下诞生的。⑩11 根据直觉主义，数学本质上是一

种构造活动。自然数是精神 构 造（ｍｅｎｔａｌ　ｃｏｎｓｔｒａｕｃｔｉｏｎｓ），实 数 是 精 神 构 造，证

明和定理是精 神 构 造，数 学 含 义（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｍｅａｎｉｎｇ）是 一 种 精 神 构 造……

数学构造由理想数学家制造（ｔｈｅ　ｉｄｅａｌ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎ），（理想数学家）就是对偶

然的、受物理局限的、活生生的数学家的抽象。但即使是理想数学家也是有穷

存在物。她永远不能完成无穷的构造，即使她能完成它的任意大的有穷初始部

分。这导致直觉主义坚定地拒绝实无穷（ｔｈｅ　ａｃｔｕａｌ　ｉｎｆｉｎｉｔｅ）或完成的无穷（ｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ　ｉｎｆｉｎｉｔｅ）：只 有 潜 在 无 穷 的 集（ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｓ）能 在 构 造 活 动 中 被 给 定

（ｇｉｖｅｎ）。一个基本的例子是个体自然数在时间中的相继构造。

从这些有关数学本质的一般考虑出发，基于人类的心智条件⑩12，直觉主义者

推出了一个逻辑和数学中的修正主义立场。他们发现非构造性的存在证明不
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Ｌｏｇｉｃ，ｖｏｌ．４４（２００３），ｐｐ．１３　４８．Ｋｉｔ　Ｆｉｎｅ，Ｔｈｅ　Ｌｉｍｉｔｓ　ｏｆ　Ａｂｓｔｒａｃｔｉｏｎ （Ｏｘｆｏｒｄ：Ｏｘｆｏｒｄ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｐｒｅｓｓ，２００２）．
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Ｃｈａｒｌｅｓ　Ｐａｒｓｏｎｓ，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｔｈｏｕｇｈｔ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ｏｂｊｅｃｔｓ（Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，
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可接受。所谓非构造性的存在证明指的是：致力于证明具有特定性质的数学对

象的存在，但甚至没有隐性地包含任何生成这种实体的例子的方法。直觉主义

将非构造性的存在证明视为“神学的”和“形而上学”的而加以拒绝。这些非构

造性存在证明的特色性特征是，它们实质地运用了排中律：

φ∨ ¬φ

或者它的一个等价原则，例如双重否定原则：

¬¬φ→φ。

在经典逻辑中这些原则是有效的。直觉主义数学所用的逻辑是通过将排中律

（及其等价原则）从经典逻辑中移除而得到的。这当然会导致对数学知识的修

正。例如，初等算术的经典理论皮亚诺算术就无法再被接受。而一个不含排中

律的直觉主义算术理论（人们称其为 海廷算术）也由此被提出。尽管直觉主义

初等算术弱于经典初等算术，它们的总体差别并没有那么大。存在一个简单的

句法翻译，它可以将所有算术的经典定理翻译为直觉主义可证的定理。

在２０世纪的最初几十年，数学共同体的一部分对直觉主义对经典数学的

批判及其所提出的替代方案抱有同情。但当在高阶数学领域内直觉主义替代

方案变得与经典理论十分不同这一点变得清楚以后，情况发生了改变。例如，

直觉主义数学分析是一个十分复杂的理论，它与传统的数学分析十分不同。这

降低了数学共同体对直觉主义方案的热情。然而，布劳威尔的追随者们继续发

展着直觉主义数学直到今日。⑩13

（三）形式主义

大卫·希尔伯特与直觉主义者都认为，在某种意义上自然数在数学中是基

本的。但不同于直觉主义者，希尔伯特不认为自然数是精神构造。相反，他论

证说自然数可以被视为符号（ｓｙｍｂｏｌｓ）。严格来说，符号是抽象对象。但对符号

而言，能够被具体化为具体对象（ｂｅ　ｅｍｂｏｄｉｅｄ　ｂｙ　ｃｏｎｃｒｅｔｅ　ｏｂｊｅｃｔｓ）仍 然 是 本 质

性的，因此我们可以称它们为准具体对象（ｑｕａｓｉ－ｃｏｎｃｒｅｔｅ　ｏｂｊｅｃｔｓ）。⑩14 或许物理实

体能够扮演自然数的角色。例如，我们或许可以将一个具体的具有｜形式的墨
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⑩13

⑩14

Ａｎｎｅ　Ｔｒｏｅｌｓｔｒ　ａｎｄ　Ｄｉｒｋ　ｖａｎ　Ｄａｌｅｎ，Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｉｓｍ　ｉｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ：Ａｎ　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ（Ｖｏｌｕｍｅｓ　Ｉ　ａｎｄ
ＩＩ）（Ａｍｓｔｅｒｄａｍ：Ｎｏｒｔｈ－Ｈｏｌｌａｎｄ，１９８８）．
Ｃｈａｒｌｅｓ　Ｐａｒｓｏｎｓ，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｔｈｏｕｇｈｔ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ｏｂｊｅｃｔｓ（Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，

２００８）．



水轨迹视为数０，将一 个 具 体 的 具 有｜｜形 式 的 墨 水 轨 迹 视 为 数１，如 此 等 等。
（但是）希尔伯特认为，最乐观地看，是否能用一种类似的、直接并且可能甚至更

加具体的方式解释高阶数学，这一点也十分可疑。

不同于直觉主义者，对于现存的数学知识希尔伯特没有打算采用修正主义

立场。相反，针对高阶数学，他采用了一个工具主义立场。他认为高阶数学仅

仅是一个形式 游 戏。高 阶 数 学 中 的 陈 述 是 未 经 解 释（ｕｎｉｎｔｅｒｐｒｅｔｅｄ）的 符 号 串

（ｕｎｉｎｔｅｒｐｒｅｔｅｄ　ｓｔｒｉｎｇｓ　ｏｆ　ｓｙｍｂｏｌｓ）。证明这些陈述，相当于在 一 个 游 戏 中 根 据

固定规则操控符号。在希尔伯特看来，“高阶数学之游戏”的重点即在于证明初

等算术中的陈述———这些陈述的确具有直接的解释（ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ）。⑩15

希尔伯特认为，不可能存在对经典皮亚诺算术可靠性的合理质疑———或者

至少对其被称为原始递归算术的子系统的可靠性而言如此。⑩16 并且他认为，每

一个可以通过高阶数学而被迂回地加以证明的算术陈述，都能在皮亚诺算术中

直接得到证明。事实上，他强烈地觉得每一个初等算术问题都能基于皮亚诺算

术公理而判定。当然，在 算 术 中 解 决 算 术 问 题 在 有 些 案 例 中 是 实 践 上 不 可 能

的。数学的历史已经表明，通过高阶数学制造“迂回”有时会带来对算术陈述这

样的证明：相比于任 何 对 该 陈 述 的 纯 粹 算 术 证 明，它 都 更 短，提 供 的 洞 见 也 更

丰富。

希尔伯特意识到，尽管多少有些不清楚，他所坚信的一些内容实际上可以

视为数学猜想。一个高阶数学的或初等算术的形式系统中的证明是一个有穷

的组合性对象，通过编码（ｍｏｄｕｌｏ　ｃｏｄｉｎｇ），其可以被视为自然数。但在１９２０年

代，将证明编码为自然数的细节还没有得到完全的理解。

从形式主义角度 看，对 高 阶 数 学 形 式 系 统 的 最 低 要 求 是 它 们 至 少 是 一 致

的。否则，初等算术的每每一陈述都能在这些系统中得到证明。希尔伯特还认

为（尽管同样不太清楚），一个高阶数学系统的一致性导致这个系统至少是部分

算术可靠（ｐａｒｔｉａｌｌｙ　ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃａｌｌｙ　ｓｏｕｎｄ）。因此，希尔伯特和他的学生们着手证

明例如“数学分析的标准假设是一致的”这样的陈述。当然，这类陈述必须在数

学的一个“安全”的部分，例如初等算术中加以证明。否则，这些证明并不会增
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⑩15

⑩16

Ｄａｖｉｄ　Ｈｉｌｂｅｒｔ，“Ｏｎ　ｔｈｅ　Ｉｎｆｉｎｉｔｅ”（１９２５），ｉｎ　Ｐａｕｌ　Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ　＆Ｈｉｌａｒｙ　Ｐｕｔｎａｍ（ｅｄｓ．），Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ　ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ：Ｓｅｌｅｃｔｅｄ　Ｒｅａｄｉｎｇｓ （Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，２ｎｄ　ｅｄｉｔｉｏｎ，１９８３），

ｐｐ．１８３　２０１．
Ｗｉｌｌｉａｍ　Ｔａｉｔ，“Ｆｉｎｉｔｉｓｍ”（１９８１），ｒｅｐｒｉｎｔｅｄ　ｉｎ　Ｗｉｌｌｉａｍ　Ｔａｉｔ，Ｔｈｅ　Ｐｒｏｖｅｎａｎｃｅ　ｏｆ　Ｐｕｒｅ　Ｒｅａｓｏｎ：Ｅｓｓａｙｓ
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ｐｐ．２１　４２．



加我们对数学分析一致性的确信程度。并且幸运的是，原则上做到这一点看起

来是可能的，因为在最后的分析中，再次通过编码，一致性陈述是算术陈述。因

此，准确地说，希尔伯特和他的学生们着手在经典皮亚诺算术中证明，例如，数

学分析 公 理 的 一 致 性。这 一 方 案 就 是 所 谓 的 希 尔 伯 特 纲 领 （Ｈｉｌｂｅｒｔ'ｓ

ｐｒｏｇｒａｍ）。⑩17 结果显示，该计划比他们曾经预期的更难。事实上，他们甚至没有

在皮亚诺算术中成功证明过皮亚诺算术公理的一致性。

后来，库特·哥德尔（Ｋｕｒｔ　Ｇöｄｅｌ）证明存在算术陈述，其在皮亚诺算术中不

可判定。⑩18 这就是所谓哥德尔 第一不完备性定理。对希尔伯特纲领来说，这不

是一个好兆头，但它没有否定高阶数学一致性陈述不属于这些不可判定陈述的

可能性。不幸的是，哥德尔后来迅速意识到，除非（天理难容！）皮亚诺算术不一

致，皮亚诺算术的 一 致 性 独 立 于 皮 亚 诺 算 术。这 就 是 哥 德 尔 第 二 不 完 备 性 定

理。事实证明，哥德尔不完备性定理一般地适用于所有足够强但一致的递归可

公理化理论。总的来看，它们导致了希尔伯特纲领的失败。结论则是高阶数学

无法用纯粹工具主义的方式解释。高阶数学可以证明如一致性陈述等算术语

句，但这些不是皮亚诺算术所能做到的。

所有这些都并未宣告形式主义的终结。即使面临着不完备性定理，坚持数

学是形式系统的科学仍然融贯。

库里（Ｈａｓｋｅｌｌ　Ｃｕｒｒｙ）提出过这种观点的一个版本。⑩19 从这一观点来看，数

学由一个形 式 系 统 的 集 构 成，这 些 形 式 系 统 没 有 解 释 或 者 研 究 对 象（ｓｕｂｊｅｃｔ
ｍａｔｔｅｒ）。（库里认为元数学是一个例外。）相对于一个形式系统，人们可以说一

个陈述是真的当且仅当它在该系统中可推导。但在一个基本的层面上，所有数

学系统都同等（有效）。能让我们偏好某系统甚于另一系统的至多只有实践上

的原因。不一致的系统可以证明所有陈述并且因此十分无用。所以当一个系

统被发现不一致，它就必须得到修正。这也是从哥德尔不完备性定理，也就是

一个充分强的一致系统不能证明自身的一致性得出的教益。

８４ 现代外国哲学（总第２１辑）

⑩17

⑩18

⑩19

Ｒｉｃｈａｒｄ　Ｚａｃｈ，“Ｈｉｌｂｅｒｔ'ｓ　Ｐｒｏｇｒａｍ　Ｔｈｅｎ　ａｎｄ　Ｎｏｗ”（２００７），ｉｎ　Ｄ．Ｊａｃｑｕｅｔｔｅ（ｅｄ．），Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ　ｏｆ
Ｌｏｇｉｃ（Ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｖｏｌｕｍｅ　５）（Ａｍｓｔｅｒｄａｍ：Ｅｌｓｅｖｉｅｒ，２００７），ｐｐ．４１１
４４７．
Ｋｕｒｔ　Ｇöｄｅｌ，“Ｏｎ　Ｆｏｒｍａｌｌｙ　Ｕｎｄｅｃｉｄａｂｌｅ　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎｓ　ｉｎ　Ｐｒｉｎｃｉｐｉａ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ　ａｎｄ　Ｒｅｌａｔｅｄ　Ｓｙｓｔｅｍｓ　Ｉ”
（１９３１），ｉｎ　ｖａｎ　Ｈｅｉｊｅｎｏｏｒｔ（ｅｄ．），Ｆｒｏｍ　Ｆｒｅｇｅ　ｔｏ　Ｇöｄｅｌ：Ａ　Ｓｏｕｒｃｅ　Ｂｏｏｋ　ｉｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｌｏｇｉｃ（１８７９
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对库里的形式主义立场，有一个典范性的反对意见。数学家们事实上并没

有对所有明显一致的形式系统一视同仁。他们中的大多数也不愿承认，相较于

能推出其否定句的系统，他们对那些可以从中推导出表达皮亚诺算术一致性的

算术语句的算术系统的偏好最终可以用纯粹实践术语说明。许多数学家们希

望坚持这一点：已被发觉的特定形式系统的正确性（不正确性）必须最终由它们

正确（不正确）地描述了特定研究对象的事实所说明。

德雷弗森（Ｍｉｃｈａｅｌ　Ｄｅｔｌｅｆｓｅｎ）已经强调，不完备性定理并未排除这一点：在

实践上被用于解决数学家们感兴趣的算术问题的高阶数学的一部分，其一致性

能够被算术地确立。⑩20 在这种意义上，即使希尔伯特在所有高阶数学方面的工

具主义立场最终不可取，有些东西或许还是能从这场大火中保留下来。

艾萨克森（Ｉｓａａｃｓｏｎ）做 出 了 另 一 个 试 图 解 救 部 分 希 尔 伯 特 纲 领 的 尝 试。⑩21

他为“在某种意义上，皮亚诺算术可能最终是完备的”这一观点做了辩护。⑩22 他

论证说，皮亚 诺 算 术 中 不 可 判 定 的 真 语 句 最 终 只 能 由 更 高 阶 的 概 念（ｈｉｇｈｅｒ－
ｏｒｄｅｒ　ｃｏｎｃｅｐｔｓ）加以证明。例如，皮亚诺算术的一致性能够通 过 直 至 超 穷 序 数

的归纳法（ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ　ｕｐ　ｔｏ　ａ　ｔｒａｎｓｆｉｎｉｔｅ　ｏｒｄｉｎａｌ　ｎｕｍｂｅｒ）而加以证明。⑩23 但是，序
数的观念（ｔｈｅ　ｎｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ａｎ　ｏｒｄｉｎａｌ　ｎｕｍｂｅｒ）却是一个集合论的因而是一个非算

术的概念（ｃｏｎｃｅｐｔ）。如果仅有的证明算术一致性的方法实质地用到有理由说

是属于高阶数学的观念，那么，尽管我们可以用皮亚诺算术语言表达算术一致

性，算术一致性却是一个非算术问题。对此加以概括，人们就可以怀疑，“每一

个算术问题都可以基于皮亚诺算术公理而判定”这一希尔伯特猜想是否仍然并

不为真。

（四）直谓主义

正如之前所提到的，人们通常不认为直谓主义是一个流派。但仅仅出于偶

然原因，直谓主义才在二战前没有发展得像其他流派一样显赫。
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Ｆｏｒｓｃｈｕｎｇｅｎ　ｚｕｒ　Ｌｏｇｉｋ　ｕｎｄ　ｚｕｒ　Ｇｒｕｎｄｌｅｇｕｎｇ　ｄｅｒ　ｅｘａｋｔｅｎ　Ｗｉｓｓｅｎｓｃｈａｆｔｅｎ （Ｎｅｕｅ　Ｆｏｌｇｅ／Ｈｅｆｔ　４）
（Ｌｅｉｐｚｉｇ：Ｈｉｒｚｅｌ，１９３８）．



直谓主义起源于罗素的工作。在庞加莱的启发下，罗素对罗素悖论做出了

如下诊断。罗素悖论的论证定义了集Ｃ（ｔｈｅ　ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ　Ｃ），其成员是所有满足

¬ｘ∈ｘ的数学实体。论证进一步追问了Ｃ自身是否满足这一条件，并由此推

出了矛盾。

庞加莱—罗素对这一论证的诊断认为，这一定义没有挑出 任 何 集：不 可 能

通过一个隐性地指向Ｓ自身的条件定义集Ｓ。这就是所谓 恶性循环原则（ｔｈｅ
ｖｉｃｉｏｕｓ　ｃｉｒｃｌｅ　ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）。违 背 恶 性 循 环 原 则 的 定 义 被 称 为 非 直 谓 的

（ｉｍｐｒｅｄｉｃａｔｉｖｅ）。对一个集的完善的定义应当只指向那些独立于被定义的集而

存在的实体。这样的定义被称作 直谓的（ｐｒｅｄｉｃａｔｉｖｅ）。正如哥德尔后来所指出

的，一个柏拉图主义者会发现这条推理路线不令人信服。如果数学集的存在独

立于定义行为，那么，为什么不能有只能非直谓地定义的集就并非直接了然。⑩24

所有这些都促使罗素发展了简单的（ｓｉｍｐｌｅ）和分支的（ｒａｍｉｆｉｅｄ）类型论，罗
素通过添加一些句法限制，使得非直谓定义成为非合式（ｉｌｌ－ｆｏｒｍｅｄ）的。在简单

类型论中，起定义作用的公式中的自由变元统辖待定义的集不是其成员的那些

实体。分支类型论又额外要求起定义作用的公式中的约束变元的辖域没有涵

盖待定义的集。在２．１节中我们已经指出，不能把罗素的类型论视为一个从数

学到逻辑的还原。但甚至抛开那一点不谈，人们早就发现，尤其是在分支类型

论中，形式化日常的数学论证已经变得十分累赘。

当罗素转向分析哲学的其他领 域 之 后，赫 尔 曼·魏 尔（Ｈｅｒｍａｎｎ　Ｗｅｙｌ）继

承了直谓主义的事业。⑩25 与庞加莱一样，魏尔不像罗素那样渴望将数学还原为

逻辑。并且从一开始，他就认为在实践上，在一个分支类型论里面工作是不可

能的。魏尔发展了一个在一定意义上介于直觉主义和柏拉图主义的哲学立场。

他认为自然数的集（ｔｈｅ　ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｎａｔｕｒａｌ　ｎｕｍｂｅｒｓ）是没有问题地被给定的；

但自然数的任意子集的概念不是在数学直觉中直接被给定的。只有那些由算

术（也就是一阶）谓词决定的子集才被认为直谓地可接受。

一方面，数学分析中的许多标准定义是非直谓的。例如，一个函数 在 一 个

集合上的最小闭包 通 常 被 定 义 为 在 该 函 数 的 应 用 下 封 闭 的 所 有 集 合 的 交 集。

但是，最小闭包自身也是所有在此函数的运用下封闭的集合中的一个。因此，
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这个定义是非直谓的。有赖于此，人们逐渐将注意力从对集合论悖论的关注转

移到在主流数学中非直谓性所扮演的角色的关注上。另一方面，魏尔表明，绕

过非直谓的观念（ｉｍｐｒｅｄｉｃａｔｉｖｅ　ｎｏｔｉｏｎｓ）常常是可能的。事实甚至已经表明，１９
世纪数学分析主流的大部分都能在直谓的基础上得到证明。⑩26

１９２０年代历史中断了。魏尔受到布劳威尔更激进的直觉主义方案的吸引。

与此同时，数学家们变得确信由康托尔和策梅洛发展的高度非直谓的超穷集合

论不如之前预期地那样深受罗素悖论的威胁。这些因素使得直谓主义衰落到

长达几十年的休眠期中。

１９６０年代，在广义 递 归 论 工 作（ｇｅｎｅｒａｌｉｓｅｄ　ｒｅｃｕｒｓｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ）的 基 础 上，所

罗门·费弗曼（Ｓｏｌｏｍｏｎ　Ｆｅｆｅｒｍａｎ）对直谓主义方案进行了扩张。⑩27 他意识到魏

尔的策略可以被迭代到超穷（阶段）。同样，那些通过量化魏尔认为直谓可接受

的集合而定义的数的集合，应当被算作是直谓可接受的，如此等等。这一过程

可以沿着一 条 序 数 的 路 径（ｏｒｄｉｎａｌ　ｐａｔｈ）加 以 拓 展。如 果 一 个 序 数 代 表 了

（ｍｅａｓｕｒｅｓ）一个自然数的可证良序的长度，它即为直谓的，那么在超穷层次上，

直谓序数（ｐｒｅｄｉｃａｔｉｖｅ　ｏｒｄｉｎａｌｓ）能到达何 处，上 述 序 数 路 径 就 能 到 达 何 处。这 一

关于直谓数学力度的标准如今已被广为接受，而费弗曼和舒特各自（独立）享有

创建它的功劳。费弗曼后来研究了在一个直谓主义的框架中有多少标准的数

学分析 能 够 被 施 行 出 来。费 弗 曼 和 其 他 人（最 主 要 的 是 哈 维·弗 里 德 曼

［Ｈａｒｖｅｙ　Ｆｒｉｅｄｍａｎ］）的研究表明，从直谓主义的观点看，二十世纪的大部分数学

分析都是可接受的。但是，从直谓主义的观点看也很清楚，不是所有一般地被

数学共同体接受的当代数学都可接受：超穷集合论即是一例。

三、柏拉图主义

在第二次世界大战前的若干年，在数学哲学中，人们已经针对上述三个反

柏拉图主义纲领提出了颇有分量的反驳意见。直谓主义可能是一个例外，但那

时它是一个没有辩护者的纲领。这就为对关于数学本质的基于柏拉图主义观

点的新兴趣创造了空间。在柏拉图主义的观念（ｃｏｎｃｅｐｔｉｏｎ）中，数 学 的 研 究 对
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象是抽象实体。

（一）哥德尔的柏拉图主义

在涉及数学对象以及数学概念（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｃｏｎｃｅｐｔｓ）时，哥德尔是一个柏

拉图主义者⑩28。但他的柏拉图主义观点比一般数学家的观点精致很多。

哥德尔认为，在合理的有 关 数 学 对 象 和 数 学 概 念 的 理 论 与 合 理 的 有 关 物

理对象和物理性质的理论 之 间 有 着 强 平 行 性。如 同 物 理 对 象 和 性 质，数 学 对

象和性质不是人所构造。如同 物 理 对 象 和 性 质，数 学 对 象 和 概 念 不 可 被 还 原

为精神实体。数学的对象和概念与物理的对象和概念一样客观。如同物理的

对象和性质，人们假设数学的 对 象 和 性 质 也 是 为 了 获 得 关 于 我 们 经 验 的 好 并

且令人满意的理论。事实上，类似于我们对物理对象和性质的知觉关系，通过

数学直觉（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｉｎｔｕｉｔｉｏｎ），我们与数学对象和概念之间保持着准知觉关

系（ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｃｅｐｔｕａｌ　ｒｅｌａｔｉｏｎ）。我们对数学对象和概念的知觉可错也能够被纠

正。以同样的方式，数 学 直 觉 并 非 万 无 一 失———正 如 弗 雷 格 的 基 本 法 则 五 的

历史所表明的———但它能 够 被 训 练 也 能 得 到 提 升。不 同 于 物 理 对 象 和 性 质，

数学对象 不 存 在 于 时 间 和 空 间 中，数 学 概 念 也 不 在 空 间 和 时 间 中 被 例 示

（ｉｎｓｔａｎｔｉａｔｅｄ）。

我们的数学直觉为数学原则提供了内在证据（ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ　ｅｖｉｄｅｎｃｅ）。几乎我们

全部的数学知识都能从 策梅洛—弗兰克尔集合论的公理 外 加 选 择 公 理（ＺＦＣ）

中演绎出来。在哥德尔看来，对这些公理的真我们有不可抗拒的内在证据。但

他同样担心，数学直觉可能没有强到能为显著地超出ＺＦＣ力 量 的 公 理 提 供 不

可抗拒的证据。

在哥德尔看来，除了内在证据，为数学原则提供外在证据（ｅｘｔｒｉｎｓｉｃ　ｅｖｉｄｅｎｃｅ）
同样是可能的。如果数学原则是成功的，那么，即使我们不能为它们提供直觉

性证据，它们也会被当成可能是真的。哥德尔说：“这里成功的涵义是有丰富的

尤其是‘可验证’的结果，例如，不借助新的公理即可验证，但借助新公理，其证

明将可观地更加简单、更容易发现，并且使得将许多不同的证明收拢为一个证

明变得可能［……］可能存在这样的公理，对于它们的可验证结果来说，它们是
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过剩的；但它们使整个领域变得十分清楚，为问题的解决提供了如此有力的工

具［……］因而无论它们是否内在地必要，至少在与被良好地确立的物理理论被

接受相同的意义上，它们也不得不被接受。”⑩29这促使哥德尔去寻求一些新的公

理，这些公理能得到外部的激发（ｍｏｔｉｖａｔｅｄ），同时能判定一些如 连续统假设 这

样高度独立于ＺＦＣ的问题（见第５．１节）。

哥德尔与希尔伯特同样坚信，所有数学问题都有确定答案。但是数学哲学

中的柏拉图主义不 应 就 此 被 认 为 承 诺 接 受 所 有 集 合 论 命 题 都 有 确 定 的 真 值。

有些版本的柏拉图主义认为，例如ＺＦＣ的所有定理都因 确 定 的 集 合 论 事 实 而

为真，但是并不存在集合论事实使得特定的高度独立 于ＺＦＣ的 陈 述 的 真 值 同

样确定。著名 的 集 合 论 学 家 保 罗·科 亨（Ｐａｕｌ　Ｃｏｈｅｎ）看 上 去 就 持 有 这 样 的

观点。⑩30

（二）自然主义与不可或缺性

奎因从方法论的角度对传统哲学提出了批评。他建议用另一种哲学方法

取而代之，这就是人们后来所知的自然主义。⑩31 根据自然主义，我们最好的理论

是我们的科学理 论。若 我 们 希 望 获 得 像 我 们 知 道 什 么？以 及 何 种 实 体 存 在？

这类哲学问题所能得到的最佳答案，我们就不应当诉诸传统的知识论和形而上

学理论。我们同样应当停止从第一原则出发来从事基本的知识论和形而上学

研究。毋宁说，我们应当查询并且分析我们最好的科学理论。它们包含（尽管

通常只是隐性地）我们目前对何物存在、我们知道什么以及我们如何获知它们

的最佳说明。

普特南将奎因的 自 然 主 义 立 场 运 用 到 数 学 本 体 论 上。⑩32 至 少 从 伽 利 略 开

始，我们在自然科学中的最佳理论都是借数学而表达的。例如，牛顿的万有引

力理论十分依赖经典实数理论。因此，一个对数学实体的本体论承诺就内在地

隐含于我们的最佳科学理论中。这条推理路径能够通过诉诸确证整体论的奎

因式论题而得到 强 化。经 验 证 据 不 会 将 它 的 确 证 力 量 置 于 任 何 个 别 假 设 中。
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相反，经验全局地确证包含个别假设的理论。由于数学是科学理论重要而不可

或缺的一部分，它们同样被经验确证。因此，对于数学理论我们也有经验的确

证。此外，对我们最好的科学理论而言，数学看起来不可或缺：不使用这些数学

词汇，我们如何能够表达它们就变得十分不清楚。因此，自然主义的立场要求

我们将数学实体作为我们哲学本体论的一部分而加以接受。这条路径上的论

证被称作不可或缺性论证（ｉｎｄｉｓｐｅｎｓａｂｉｌｉｔｙ　ａｒｇｕｍｅｎｔ）。⑩33

如果表面化地看待我们最佳科学理论中所用到的数学，那么我们似乎就承

诺了一种柏拉图主义。但相比于哥德尔的柏拉图主义，这是一种更温和的柏拉

图主义。因为看起来，凭借（粗略地）实数上的函数空间（ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｓｐａｃｅｓ　ｏｎ　ｔｈｅ
ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒｓ），自然科学也完全可以应付。而看上去超穷集合论的更高领域和

我们在自然科学中最先进的理论似乎也毫无关联。尽管如此，奎因（在有些地

方）认为，从自然主义的角度说ＺＦＣ所假定的集合是可 接 受 的；我 们 可 以 认 为

它们使自然科学所涉及的数学更加完善。奎因在这一问题上的看法不是所有

人都接受。例如，费弗曼论证说，我们目前最好的自然科学理论实质用到的数

学理论都直谓地可还原。⑩34 麦迪（Ｐｅｎｅｌｏｐｅ　Ｍａｄｄｙ）甚至论证说，数学哲学中的

自然主义与一种有关集合的非实在论的看法完美相容。⑩35

在奎因哲学中，自然科学是有关数学存在和数学真的最终仲裁人。这使得

查尔斯·帕森斯（Ｃｈａｒｌｅｓ　Ｐａｒｓｏｎｓ）提出了反对意见，因为这个图景使得初等数

学的明显性（ｏｂｖｉｏｕｓｎｅｓｓ）变得有些神秘。⑩36 例如，在奎因看来，是否每个自然数

都有一个后继最终取决于我们最好的经验理论。然而，事实似乎比奎因的设想

更直接。出于相似的精神，麦迪提到，数学家们不会认为在自己的工作中他们

会以任何方式受到自然科学的限制。事实上，人们可能会怀疑，数学是否不应

仅凭自身而被当成一门科学，并且数学的本体论承诺是否不应基于隐含在数学

实践中的理性方法而被判断。

受这些考虑的激发，麦迪开始研究隐含在数学实践中的有关存在的标准，
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以及基于这些标准数学所做的隐性的本体论承诺。⑩37 她专注于集合论，以及数

学共同体用于解决“哪一条大基数公理能够被看作是真的”这一问题的方法论

考量。因此她的观点其实更接近哥德尔而不是奎因。在更晚近的工作中，她分

析出两条似乎引导着集合论学家们考虑新的集合论原则之可接受性的准则：统

一化（ｕｎｉｆｙ）和最大化（ｍａｘｉｍｉｚｅ）。⑩38 针对集合论的“统一化”准则的诉求是，要

提供一个在其中我 们 能 例 示 或 者 模 拟 所 有 数 学 对 象 和 数 学 结 构 的 单 一 系 统；
“最大化”原则意味着集合论应当采用尽可能有力、数学成果尽可能丰富的集合

论原则。

（三）紧缩柏拉图主义

贝奈斯（Ｐａｕｌ　Ｂｅｒｎａｙｓ）观察到，一个工作中的 数 学 家 会“天 真 地”（ｎａｉｖｅｌｙ）

以一种柏拉图主义方式对待她所处理的对象。他说，每一个工作中的数学家都

是一个柏拉图主义者。⑩39 但是，当这个数学家因为被哲学家盘问她的本体论承

诺而暂停工作时，她就会裹足不前并且退到一个模糊的非柏拉图主义立场。有

人认为，这 表 明 有 关 数 学 对 象 和 数 学 知 识 之 本 质 的 哲 学 问 题 在 某 些 地 方 出

了错。

卡尔 纳 普 区 分 了 内 在 于 一 个 框 架 和 外 在 于 一 个 框 架 的 问 题。⑩40 泰 特

（Ｗｉｌｌｉａｍ　Ｔａｉｔ）已经详细探讨了像这样的区分如何能够应用到数学中。⑩41 而其

结果 是 一 个 可 以 被 称 为 紧 缩 版 本 的 柏 拉 图 主 义（ａ　ｄｅｆｌａｔｉｏｎａｒｙ　ｖｅｒｓｉｏｎ　ｏｆ

ｐｌａｔｏｎｉｓｍ）。

根据泰特，只有在（公理化的）数学框架之内，人们才能有意义地问并且合

理地回答有关数学实体的存在问题。例如，如果一个人在数论的领域内工作，

那么她就可以问是否存在具有给定性质的素数。这样的问题应当在纯粹数学

的基础上判定。
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哲学家们有踏出数学框架并且“从外部”询问数学对象是否的确（ｒｅａｌｌｙ）存

在，以及数学命题是否的确 为真的倾向。在这一问题上，他们要求的是数学真

和数学存在陈述的超数学的或者形而上学的基础。泰特论证说，很难看出这样

的外部问题有什么意义。他尝试紧缩它们，并将它们带到它们所属于的地方：

数学实践自身。当然在这一点上，不是所有人都同意泰特。正是针对泰特带着

轻蔑态度而研 究 的 那 类 外 部 问 题，林 斯 基（Ｂｅｒｎａｒｄ　Ｌｉｎｓｋｙ）和 查 尔 塔（Ｅｄｗａｒｄ

Ｚａｌｔａ）已经发展出系统精确地加以回答的方法。⑩42

不出所料的是，在数学哲学中，泰特几乎没有用到哥德尔主义的数学直觉

或者数学对象存在于“空间和时间之外”这一哲学论题。更一般地说，泰特相信

数学并不需要哲学基础；他希望用数学说明数学自身。在这种意义上，他的立

场让人们想起在科学哲学领域的实在论之争中亚瑟·芬（Ａｒｔｈｕｒ　Ｆｉｎｅ）所倡导

的（某 种 意 义 上 维 特 根 斯 坦 主 义 的）自 然 的 本 体 论 态 度（ｎａｔｕｒａｌ　ｏｎｔｏｌｏｇｉｃａｌ
ａｔｔｉｔｕｄｅ）。

（四）贝纳塞拉夫的知识论问题

针对 科 学 哲 学 领 域 中 一 大 类 柏 拉 图 主 义 立 场，贝 纳 塞 拉 夫 （Ｐａｕｌ

Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ）提出了一个知识论难题。⑩43 论证直指例如哥德尔对数学直觉所作的

说明。贝纳塞拉夫的论证始于“我们最好的知识理论是知识的因果理论”这一

前提。其后被指出的是，根据柏拉图主义，抽象对象不存在于空间和时间之中，

而有血有肉的数学家们却处在空间和时间之中。我们最好的知识理论告诉我

们，有关数学实体的知识应当来自这些实体的因果互动。但很难想象这如何能

成为事实。

今天，很少有知识论学者认为知识的因果理论是我们最好的知识理论。但

即使知识论在变，贝纳塞拉夫难题依然十分坚挺有力。例如，为了便于论证，让

我们假定可靠主义是我们最佳的知识理论。之后难题就变成说明“我们如何成

功获取有关数学实体的可靠信念”。
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赫兹（Ｈａｒｏｌｄ　Ｈｏｄｅｓ）提出了一个贝纳塞拉夫知 识 论 难 题 的 语 义 学 变 种。⑩44

根据我们现有最好的语义学理论，是人类与具体世界之间的因果—历史联系使

我们的语词能够 指 称 物 理 的 实 体 和 性 质。根 据 柏 拉 图 主 义，数 学 指 称 抽 象 实

体。因此，柏拉图主义者欠我们一个我们（拥有物理之身的人类）如何能够指称

它们的可信的说明。而乍看起来，指称的因果理论似乎不能为我们提供数学论

说中“指称的微结构”所需的说明。

（五）完全柏拉图主义

人们提出了 一 个 致 力 于 解 决 贝 纳 塞 拉 夫 知 识 论 难 题 的 柏 拉 图 主 义 新 版

本。⑩45 它就是所 谓 的 完 全 柏 拉 图 主 义（ｐｌｅｎｉｔｕｄｉｎｏｕｓ　ｐｌａｔｏｎｉｓｍ）。这 一 理 论 的 核

心论题是每一个逻辑上一致的数学理论都 必然 指向一个抽象实体。表述了该

理论的数学家知道或不知道它指向这一实体，很大程度上是非实质性的。通过

支持一个一致的数学理论，数学家自动获得有关该理论的研究对象的知识。因

此，从这个观点看，已经不存在需要解决的知识论难题。

在巴拉格（Ｍａｒｋ　Ｂａｌａｇｕｅｒ）的版本中，完全柏拉图主义假定了数学宇宙的多

样性，其中每一个宇宙都对应一个一致的数学理论。因此，尤其是像连续统这

样的问题（见５．１节）并没有唯一答案：在有些集合论宇宙中，连续统假设成立，

在另一些中 它 不 成 立。然 而 不 是 每 个 人 都 同 意 这 个 图 景 能 够 被 主 张。马 丁

（Ｄｏｎａｌｄ　Ｍａｒｔｉｎ）已经发展了一个论证，表明多重宇宙在很大程度上总是能够被

“累进”到一个单一宇宙中。⑩46

在林斯基和查尔塔版本的完全柏拉图主义中，由一个一致的数学理论所假

定的数学实体恰好具有该理论赋予它的数学性质。例如，在既不能使连续统假

设为 真 也 不 能 使 之 为 假 的 意 义 上，对 应 于 ＺＦＣ 的 抽 象 实 体 是 不 完 全 的

（ｐａｒｔｉａｌ）。原因是ＺＦＣ系统既不能推导出连续统假设，也不能推导出其否定。

这不意味着所有一致地扩张ＺＦＣ的方法都同等有效。有些方法可能富有成果

并且有力，其他的则并非如此。但这一观点的 确 否 定 有 些 一 致 地 扩 张ＺＦＣ的
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Ｈａｒｏｌｄ　Ｈｏｄｅｓ，“Ｌｏｇｉｃｉｓｍ　ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｏｎｔｏｌｏｇｉｃａｌ　Ｃｏｍｍｉｔｍｅｎｔｓ　ｏｆ　Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ，”Ｔｈｅ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ
Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ，ｎｏ．３（１９８４），ｐｐ．１２３　１４９．
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Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ，ｖｏｌ．９２（１９９５），ｐｐ．５２５　 ５５５．Ｍａｒｋ　Ｂａｌａｇｕｅｒ，Ｐｌａｔｏｎｉｓｍ　ａｎｄ　Ａｎｔｉ－Ｐｌａｔｏｎｉｓｍ　ｉｎ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ（Ｏｘｆｏｒｄ：Ｏｘｆｏｒｄ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，１９９８）．
Ｄｏｎａｌｄ　Ｍａｒｔｉｎ，“Ｍｕｌｔｉｐｌｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｅｓ　ｏｆ　Ｓｅｔｓ　ａｎｄ　Ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ　Ｔｒｕｔｈ　Ｖａｌｕｅｓ，”Ｔｏｐｏｉ，ｖｏｌ．２０（２００１），

ｐｐ．５　１６．



方法更可取是因为它们是由真原则构成的，而其他的包含了假原则。

四、结构主义和唯名论

贝纳塞拉夫的工作促使哲学家们在数学哲学中发展出了结构主义和唯名

论理论。⑩47 并且从１９８０年代起，结构主义和唯名论的结合体同样得到了发展。

（一）数不能是什么

好像用一个难题给柏拉图主义增加负担还不够一样（３．４节），贝纳塞拉夫

给集合论柏拉图主义出了另一个难题⑩48。这个难题具有如下形式。

存在无穷多将自然数认定为纯粹集合的方法。让我们不失一般性地将我

们的讨论限制在这样两种方法上：

Ｉ：

０＝∅
１＝｛∅}

２＝｛｛∅}}

３＝｛｛｛∅}}}

　　　

ＩＩ：

０＝∅
１＝｛∅}

２＝｛∅，｛∅}}

３＝｛∅，｛∅}，｛∅，｛∅}}}

　　　　　　

贝纳塞拉夫提出的并不复杂的问题是：

它们中的哪些仅仅由真等同陈述构成：Ｉ还是ＩＩ？

９４ 现代外国哲学（总第２１辑）
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Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，”Ｓｙｎｔｈｅｓｅ，ｖｏｌ．１２５（２０００），ｐｐ．３４１　３８３．
Ｐａｕｌ　Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ，“Ｗｈａｔ　Ｎｕｍｂｅｒｓ　Ｃｏｕｌｄ　Ｎｏｔ　Ｂｅ”（１９６５），ｉｎ　Ｐａｕｌ　Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ　＆ Ｈｉｌａｒｙ　Ｐｕｔｎａｍ
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要回答这个问题看来非常困难。不难看出应该如何在Ｉ的候选数和ＩＩ的

候选数上定义后继函数、加法运算和乘法运算，并且使我们视其为真的算术陈

述因此为真。事 实 上 如 果 用 自 然 的 方 式 完 成 这 一 点，那 么，我 们 将 得 到 同 构

（ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃ）的结构（集合论意义上的“同构”），并且，同构结构使得相同的语句

为真（它们是初等等价的［ｅｌｅｍｅｎｔａｒｉｌｙ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ］）。只有当我们 问 算 术 之 外 的

问题，比如说“１∈３吗？”时，两种有关自然数的阐 释（ａｃｃｏｕｎｔ）才 会 给 出 不 同 的

答案。因此，不可能两种阐释都正确。根据Ｉ，３＝｛｛｛∅}}}，而根据ＩＩ，３＝｛∅，
｛∅}，｛∅，｛∅}}}。如果两种阐释都正确，那么，等同的传递性将导致一个纯粹

的集合论谬误。

总的来说，我们目前的处境是这样的。一方面，看起来没有理由说 一 种 阐

释优于另一种阐释。另一方面，这些阐释不可能都正确。这种尴尬的处境有时

被称作贝纳塞拉夫认定难题（Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ'ｓ　ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ）。

从这个难题中我们能得出的结论似乎是，阐释Ｉ和阐释ＩＩ都不正确。由于

当和其他看上去合理的将自然数还原为集合的尝试相比较时，会产生类似的考

虑，那么自然数似乎终究不是集合。更何况，很清楚可以为有理数、实数提出相

似的论证……贝纳塞拉夫总结说，它们终究也都不是集合。

像哥德尔（这 样 的 柏 拉 图 主 义 者）是 否 接 受 将 自 然 数 还 原 为 纯 集 合（ｐｕｒｅ
ｓｅｔｓ）并不清楚。一个柏拉图主义者可以坚持“自然数能够嵌入（ｅｍｂｅｄｄｅｄ）到集

合论宇宙中”这一说法，同时坚持这种嵌入不应当被视为本体论还原。事实上，

在林斯基和查尔塔的完全柏拉图主义阐释中，自然数并不具有除了我们的自然

数理论（皮亚诺算术）赋予它们的性质以外的性质。但是，在有理数、复数等方

面，柏拉图主义者似乎将不得不采取类似的路径……尽管认为自然数自成一类

无可否认地有一些吸引力，认为例如复数同样自成一类却并不自然。并且无论

如何，即使自然数、复数等等在某种意义上不可还原为任何别的事物，人们也可

能怀疑是否也许不存在别的阐明它们的本质的方法。

（二）柏拉图式的结构主义

夏皮罗（Ｓｔｅｗａｒｔ　Ｓｈａｐｉｒｏ）在 代 数 的（ａｌｇｅｂｒａｉｃ）和 非 代 数 的 数 学 理 论（ｎｏｎ－
ａｌｇｅｂｒａｉｃ）之间做了很有用的区别。⑩49 粗略地说，初看是有关一个独特模型，也就

是该理论的所求（ｉｎｔｅｎｄｅｄ）模型的理论就是非代数理论。我们已经看到这些理
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论的例子：算术，数学分析……相反，代数理论在给人的初始印象中并不声称有

关某个独特模型。这类例子有群论、拓扑论、图论……

贝纳塞拉夫的挑战可以针对非代数理论似乎在描述的对象而提出。但是，

他的挑战并不适用于代数理论。代数理论对数学对象的本质不感兴趣；它们感

兴趣的是数学对 象 的 结 构 性 方 面。这 使 得 贝 纳 塞 拉 夫 猜 测，对 非 代 数 理 论 而

言，相同的结论是否无法为真。或许从贝纳塞拉夫的认定疑难中我们能总结的

教益是，甚至算术也不描述特定的数学对象而只是描述结构性关系？

夏皮罗和雷斯尼克（Ｍｉｃｈａｅｌ　Ｒｅｓｎｉｋ）认为，所有的数学理论，甚至包括非代

数理论，都描述结构（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ）。这 一 立 场 就 是 结 构 主 义。⑩50 结 构 由 相 互 间 具

有结构性关系的位置（ｐｌａｃｅｓ）组成。因而相应地，数学理论 描 述 结 构 中 的 位 置

或位子（ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ）。但它们并不描述对象。因而在这一观点下，例如数三，将不

是一个对象而是自然数结构中的一个位置。

系统（Ｓｙｓｔｅｍｓ）是结构的例示（ｉｎｓｔａｎｔｉａｔｉｏｎｓ）。例示由非代数理论描述的结

构的系统彼此同构，并且因此对该理论的目的来说，同等地好。４．１节中描述的

系统Ｉ和 系 统ＩＩ可 以 被 视 为 自 然 数 结 构 的 例 示。对 扮 演 数 三 的 角 色 来 说，

｛｛｛∅}}}和｛∅，｛∅}，｛∅，｛∅}}}同等适合。但它们都不是数三。因为在自然

数的结构中，数三是 一 个 开 放 位 置，而 且 这 个 开 放 位 置 不 具 有 任 何 内 在 结 构。

除了和所要例示的结构相关的性质之外，系统通常还具有其他的结构性质。

能够在一个结构之内提出的才是合理的等同问题。作为问题，它们能够基

于结构的结构性方面而得到回答。超出结构的等同问题没有意义。人们可以

提出“３∈４是否正确？”的问题，但这个问题并不有效，因为它犯了范畴错误。这

个问题混淆了两种不同的结构：∈是一个集合论的观念，３和４却是自然数结构

中的位置。对于贝纳塞拉夫的挑战来说，这似乎构成了一个满意的答案。

在夏皮罗看来，结构在本体论上并不依赖于例示它们的系统的存在。即使

在自然中不存在无穷系统，自然数的结构仍将存在。夏皮罗所理解的结构是抽

象的、柏拉图主义的实体。夏皮罗类型的结构主义通常被称为柏拉图式的（ａｎｔｅ
ｒｅｍ）结构主义。

在集合论的教材中，我们同样找到了关于结构的观念。粗略而言，集 合 论

式的定义说“一个结构是一个有序的ｎ＋１元组，该ｎ＋１元组由一个集合，该集
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合上的一系列关系，以及该集合中一系列不同的元素组成”。但它不可能是数

学哲学中结构主义所设想的结构的观念。因为，集合论的结构观念预设了集合

概念，而根据结构主义，集合概念自身需要用结构的术语加以说明。或者换种

说法，一个集合论结构仅仅是一个例示了本体论上先于它的结构的系统。

尽管如此，有什么动力将柏拉图式的结构主义扩展到最一般的数学学科，

例如说（集合论）并不十分清楚。⑩51 回忆一下，是因为贝纳塞拉夫认定难题，人们

才到达对数学学科的结构主义理解。人们很难对集合论提出认定难题：人们通

常不会用更基本的概念定义集合。

看起来柏拉图式的结构主义使用了多少有些循环的方式描述了结构观念。

结构被描述为相互之间具有一定关系的位置，但位置似乎不能独立于它所从属

的结构而被描述。但这并不必然构成一个问题。对柏拉图式的结构主义而言，

结构观念是一个初始概念，无法用其他更基本的术语加以定义。我们至多可以

为数学结构构造一个公理化理论。

但贝纳塞拉夫的知识论难题看上去仍然亟待解决。结构以及结构中的位

置可能不是对象，但它们是抽象的。因此，很自然人们就可以怀疑我们如何成

功获得关于它们的知识。这一问题被一些哲学家看成发展数学唯名论，并使之

与结构主义的基本论题相协调的原因之一。

（三）没有抽象实体的数学

早些时候，古德曼（Ｎｅｌｓｏｎ　Ｇｏｏｄｍａｎ）和奎因曾试图攻克这一难题：他们曾

启动这样一个方案，即在避免使用抽象实体的前提下重新表述数学理论。⑩52 科

学理论的唯名论构造被证明是一个很困难的任务。奎因就是在这一最初尝试

之后放弃该任务的一个例子。在过去几十年中，人们提出了许多致力于给数学

一个唯名论构造的理论。《一个没有对象的学科：数学唯名论解释的策略》⑩53即

包含了对这些观点的很好的批判性探讨。

在对数学的唯名论重构中，具体实体将会扮演在数学的柏拉图主义阐释中抽

象对象将扮演的角色，并且具体关系（例如局部—总体关系）将被用来模拟数学对

象之间的数学关系。但这里就有了问题。首先，希尔伯特已经观察到，给定量子
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Ｊｏｈｎ　Ｂｕｒｇｅｓｓ　＆ Ｇｉｄｅｏｎ　Ｒｏｓｅｎ，Ａ　Ｓｕｂｊｅｃｔ　ｗｉｔｈ　Ｎｏ　Ｏｂｊｅｃｔ：Ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ　ｆｏｒ　Ｎｏｍｉｎａｌｉｓｔｉｃ
Ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ（Ｏｘｆｏｒｄ：Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ　Ｐｒｅｓｓ，１９９７）．



力学中自然的离散性，自然科学最终可能会宣称只存在有穷多的具体实体。⑩54 但

看上去，我们仍然需要无穷多的具体对象来扮演自然数的角色———更不用说实

数了。唯名论者从哪儿能找到所要求的具体对象的集呢？第二，即使假定存在

无穷多的具体对象，甚至像原始递归算术这样的初等数学理论能否被唯名论关

系模拟也并不清楚。⑩55

菲尔德（Ｈａｒｔｒｙ　Ｆｉｅｌｄ）对 牛 顿 物 理 学 的 唯 名 论 重 构 做 出 了 非 常 认 真 的 尝

试。⑩56 他的基本观点是这样的。菲尔德希望使用实数的具体替代物及其上的函

数（完成重构）。对空间连续统他采纳了实在论的立场，并认为在物理上空间区

域（ｒｅｇｉｏｎｓ　ｏｆ　ｓｐａｃｅ）和椅子、桌子一样真切。他也将空间区域视为具体的（因为

它们毕竟也位于空间中）。若也算上不连续区域，那就存在和实数的子集一样

多的牛顿空间（Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ　ｓｐａｃｅ）的区域。因而，存在足够多的具体实体来扮演

自然数、实数以及实数上的函数的角色。而实数及其上的函数理论是表述牛顿

力学所需的全部。当然，为一个真正当代的科学理论，比如说量子力学提供唯

名论重构会更加有趣一些。但鉴于这一方案能在牛顿力学的范围内被执行，最

初的乐观主义在某种程度上就得到了辩护。

这一方案显然有其局限性。因为唯名论地解释实数上的函数空间理论或

许是可能的。但沿着菲尔德的路径给集合论一个唯名论的解释却显得难以置

信。尽管如此，如果在其限定的范围内成功，那么菲尔德的纲领的确有货真价

实的成就。因为这将 意 味 着 至 少 在 某 种 程 度 上，数 学 实 体 看 来 究 竟 是 可 或 缺

的。他也将在削弱为数学中的奎因式温和柏拉图主义所作的不可或缺性论证

方面取得重要进展，因为在某种程度上，数学实体看起来究竟是可或缺的。

只有当希尔伯特的担心，也就是在一个很基本的意义上，我们最好的自然科学

理论可能会推导出世界上只有有穷多的具体对象是毫无根据的，菲尔德的策略才有

起作用的机会。如果一个人同情希尔伯特所担忧的却不相信抽象对象的存在，那么

他可能会面临这样的艰难任务，并宣称只有有穷多的数学实体，由此与初等算术的

基本原则相矛盾。这就导向了一个被称作超有穷主义（ｕｌｔｒａ－ｆｉｎｉｔｉｓｍ）的立场。⑩57
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⑩54

⑩55

⑩56

⑩57

Ｄａｖｉｄ　Ｈｉｌｂｅｒｔ，“Ｏｎ　ｔｈｅ　Ｉｎｆｉｎｉｔｅ”（１９２５），ｉｎ　Ｐａｕｌ　Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ　＆ Ｈｉｌａｒｙ　Ｐｕｔｎａｍ （ｅｄｓ．），Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ　ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ：Ｓｅｌｅｃｔｅｄ　Ｒｅａｄｉｎｇｓ（Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，２ｎｄ　ｅｄｉｔｉｏｎ，１９８３），ｐｐ．１８３　２０１．
Ｋａｒｌ－Ｇｅｏｒｇ　Ｎｉｅｂｅｒｇａｌｌ，“Ｏｎ　ｔｈｅ　Ｌｏｇｉｃ　ｏｆ　Ｒｅｄｕｃｉｂｉｌｉｔｙ：Ａｘｉｏｍｓ　ａｎｄ　Ｅｘａｍｐｌｅｓ，”Ｅｒｋｅｎｎｔｎｉｓ，ｖｏｌ．５３
（２０００），ｐｐ．２７　６２．
Ｈａｒｔｒｙ　Ｆｉｅｌｄ，Ｓｃｉｅｎｃｅ　ｗｉｔｈｏｕｔ　Ｎｕｍｂｅｒｓ：Ａ　Ｄｅｆｅｎｓｅ　ｏｆ　Ｎｏｍｉｎａｌｉｓｍ （Ｏｘｆｏｒｄ：Ｂｌａｃｋｗｅｌｌ，１９８０）．
Ａｌｅｘａｎｄｅｒ　Ｅｓｓｅｎｉｎ－Ｖｏｌｐｉｎ，“Ｌｅ　Ｐｒｏｇｒａｍｍｅ　Ｕｌｔｒａ－ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｎｉｓｔｅ　ｄｅｓ　ｆｏｎｄｅｍｅｎｔｓ　ｄｅｓ　ｍａｔｈéｍａｔｉｑｕｅｓ”（１９６１），

ｉｎ　Ｌ．Ｈｅｎｋｉｎ（ｅｄ．），Ｉｎｆｉｎｉｓｔｉｃ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｐｅｒｇａｍｏｎ　Ｐｒｅｓｓ，１９６１），ｐｐ．２０１　２２３．



在大多数阐释中，超有穷主义如同直觉主义将导向数学中的修正主义。因

为例如说，看上去人们可能会不得不承认存在一个最大的自然数。从外部看，

一个仅仅假定有穷 数 学 宇 宙 的 理 论 是 证 明 论 地 弱 的，并 且 因 此 非 常 倾 向 于 一

致。但是武丁（Ｈｕｇｈ　Ｗｏｏｄｉｎ）已经提出了一个论证，它致力于从超有穷主义的

角度表明，我们没有基础断定超有穷主义理论倾向于一致。⑩58

先不谈这一论证（这里没有讨论它的细节），很多人发现“存在最大自然数”这一

论断已经难以接受。但是，拉维尼（Ｓｈａｕｇｈａｎ　Ｌａｖｉｎｅ）已经论述了一个精致的在数学

上并非修正主义的集合论超有穷主义。⑩59 对于ＺＦＣ的原则如何能够被视为描述

了确定有穷的集合，假定它们中包含了任意地大的集合，他也发展了一个详细

的阐释。

（四）亚里士多德式的结构主义

菲尔德对算术和分析的物理主义解释不仅削弱了奎因—普特南不 可 或 缺

性论证。它也部分为贝纳塞拉夫的知识论挑战提供了一个回答。给人类如何

能够获得有关空间—时间区域的知识一个说明是一个公认的难题。但至少在

许多（但不是所有）哲学家看来，空间—时间区域是物理上真切的。因此，我们

不再被要求解释血肉之躯的数学家们如何能与非物理实体产生关联。但是，贝

纳塞拉夫认定难题仍然存在。人们可能会怀疑，为什么是这一个空间—时间点

或者区域而不是另一个扮演了比如说数π的角色。

为了回应认定难题，看起来，将结构主义方法和菲尔德的唯名论结合起来

颇有吸引 力。这 就 导 向 了 不 同 版 本 的 唯 名 论 结 构 主 义（ｎｏｍｉｎａｌｉｓｔ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ－
ｉｓｍ），它们的大纲是这样的。让我们集中在数学分析上。唯名论结构主义者否

认某个具体的物理系统是分析的唯一可欲的解释。所有具体物理系统，只要满

足实分析（ＲＡ）的基本原则，将同等胜任自己的角色。因此，分析语言中语句φ
的内容（粗略地）以如下方式被给定：

每一个使得ＲＡ 为真的具体系统Ｓ，都使φ为真。

这就得出，同柏拉图式的结构主义一样，只有结构性方面和数学陈述的真

假相关。但是，不同于柏拉图式的 结构主义，这里并不假定具体系统之外的 抽
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⑩58

⑩59

Ｈｕｇｈ　Ｗｏｏｄｉｎ，“Ｔｈｅ　Ｒｅａｌｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｉｎｆｉｎｉｔｅ”（２０１１），ｉｎ　Ｈｕｇｈ　Ｗｏｏｄｉｎ　＆ ＭｉｃｈａłＨｅｌｌｅｒ（ｅｄｓ．），

Ｉｎｆｉｎｉｔｙ：Ｎｅｗ　Ｒｅｓｅａｒｃｈ　Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓ（Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，２０１１），ｐｐ．８９　１１８．
Ｓｈａｕｇｈａｎ　Ｌａｖｉｎｅ，Ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ　ｔｈｅ　Ｉｎｆｉｎｉｔｅ（Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，ＭＡ：Ｈａｒｖａｒｄ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，１９９４）．



象结构。

根据亚里士多德式的 结构 主 义（ｉｎ　ｒｅｂｕｓ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｉｓｍ），不 存 在 使 它 们 得 以

被例示的系统之外的抽象结构；结构仅存在于例示它们的系统之中。基于这一

原因，唯名论的亚里士多德式 结构主义有时被描述为“没有结构的结构主义”。

唯名论结构主义是一种亚里士多德式的 结构主义。但 亚里士多德式的 结构主

义没有被唯名论结构主义穷尽。甚至，将数学视为有关集合论意义上结构的柏

拉图主义也可以被视为一种形式的亚里士多德式结构主义。

在数学 论 说 中，非 代 数 结 构（例 如“那 一 个”自 然 数 结 构［ｓｕｃｈ　ａｓ‘ｔｈｅ’

ｎａｔｕｒａｌ　ｎｕｍｂｅｒｓ］）和数学对象（例如“那一个”数１）由确定摹状词指称。这强烈

地暗示了数学结构（Ｎ，１）有一个独特的指称，而不是如同在亚里士多德式结构

主义中那样有一个“被分配”的指称。但亚里士多德式结构主义者论证说，这样

的数学符号起的是 专门的变元（ｄｅｄｉｃａｔｅｄ　ｖａｒｉａｂｌｅｓ）的作用，如同二战口号“汤米

需要家乡寄来的信”中，名字“汤米”被选来代表任意具体的战士，在许多场合中

再次使用却不改变其所指一样。⑩60

如果在“不存在使得数学分析的假定为真的具体物理系统”的意义上，希尔

伯特的担心有其依据，那么，上述使分析语言中语句φ获得内容的唯名论结构

主义即弄错了这种句子的真之条件。因为若此，对每一个全称量化语句φ，它的

释义都将空洞地真。因此，需要一个“存在可以作为ＲＡ 模型的具体物理系统”

这种意义上的存在假定来支撑上述对数学陈述内容的分析。可能某种类似菲

尔德构造的内容足以满足需求。

普特南先前注意到，如果对上述数学语句内容的阐明做一些修正，一个实

质上更弱的背景假定就足以获得正确的真之条件。⑩61 普特南提出了下述对分析

语言中一个语句φ之内容的模态阐述：

必然地，每一个使得ＲＡ为真的具体系统Ｓ，都使φ为真。

相比于先前的非模态阐明，这是一个更强的陈述。但看起来同样合理。并

且，这种阐明的一个优点是，接下来的模态存在性背景假设足以给出数学陈述

正确的真之条件：
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⑩60

⑩61

Ｒｉｃｈａｒｄ　Ｐｅｔｔｉｇｒｅｗ，“Ｐｌａｔｏｎｉｓｍ　ａｎｄ　Ａｒｉｓｔｏｔｅｌｉａｎｉｓｍ　ｉｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，”Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉａ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，

ｖｏｌ．１６（２００８），ｐｐ．３１０　３３２．
Ｈｉｌａｒｙ　Ｐｕｔｎａｍ，“Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｗｉｔｈｏｕｔ　Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ”（１９６７），ｉｎ　Ｐａｕｌ　Ｂｅｎａｃｅｒｒａｆ　＆ Ｈｉｌａｒｙ　Ｐｕｔｎａｍ
（ｅｄｓ．），Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ：Ｓｅｌｅｃｔｅｄ　Ｒｅａｄｉｎｇｓ（Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，

２ｎｄ　ｅｄｉｔｉｏｎ，１９８３），ｐｐ．２９５　３１１．



“存在一个可以作为ＲＡ 模型的具体的物理系统”是可能的。

（这里“可能”的含义是“真实的或有可能已经是真实的（Ｉｔ　ｉｓ　ｏｒ　ｍｉｇｈｔ　ｈａｖｅ　ｂｅｅｎ
ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｔｈａｔ）”。）现在希尔伯特的担忧似乎已经得到充分的应对。因为在普特

南的说明下，数学语句的真就不再依赖于有关现实世界的物理假定。

给“我们如何知道这个模态假定实现了”一个说明是公认地不易。但人们

或许可以希望这个任务看上去不像说明“我们如何成功知道有关抽象对象的事

实”那样令人生畏。而且不应被忘记的是，这一（模态）唯名论立场的结构主义

方面抵挡了贝纳塞拉夫认定难题。

普特南的策略同样有其局限性。齐哈拉（Ｃｈａｒｌｅｓ　Ｃｈｉｈａｒａ）不仅将普特南的

策略应用到算术和分析上，也致力于将其应用到集合论上。⑩62 因此，一个相应的

模态存在性假设的粗略版本就变成：

存在能够充当ＺＦＣ模型的具体物理系统是可能的。

帕森斯已经提到，当 包 含 其 元 素 数 目 为 大 超 穷 基 数，甚 至 可 能 大 到 不 具 有 基

数的物理实体之集合的可能世界被需要 时，就 很 难 认 为 它 们 是 可 能 的 具 体 或

物理世界。⑩63 我们 似 乎 没 有 理 由 相 信 可 能 存 在 包 含 高 度 超 穷 多 实 体 的 物 理

世界。

（五）虚构主义

根据之前的提议，当给以合适的比如说唯名论地解释时，一般数学陈述是

真的。我们现在将要讨论的对数学的唯名论的阐释认为，所有存在性数学陈述

都是假的，这仅仅是因为不存在数学实体（出于同样原因，所有全称数学陈述都

将平凡地为真。）

虚构主义认为，数学理论就像是童话或者小说等虚构故事。数学用文学虚

构描述虚构人物的方式描述虚构的实体。这一立场最初在《实在论、数学和模

态性》⑩64的导论章节中得到了表述，近年来已经开始流行。

对虚构主义立场的粗略描述，一下子就引出这样一个问题：虚构实体是什

么实体？看起来这似乎是一个艰深的形而上学本体论问题。一个彻底避免这
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⑩62

⑩63

⑩64

Ｃｈａｒｌｅｓ　Ｃｈｉｈａｒａ，Ｏｎｔｏｌｏｇｙ　ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｖｉｃｉｏｕｓ　Ｃｉｒｃｌｅ　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ （Ｉｔｈａｃａ：Ｃｏｒｎｅｌｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，

１９７３）．
Ｃｈａｒｌｅｓ　Ｐａｒｓｏｎｓ，“Ｔｈｅ　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｉｓｔ　Ｖｉｅｗ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｏｂｊｅｃｔｓ，”Ｓｙｎｔｈｅｓｅ，ｖｏｌ．８４（１９９０），ｐｐ．３０３
３４６．
Ｈａｒｔｒｙ　Ｆｉｅｌｄ，Ｒｅａｌｉｓｍ，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　＆ Ｍｏｄａｌｉｔｙ （Ｏｘｆｏｒｄ：Ｂｌａｃｋｗｅｌｌ，１９８９）．



一问题的 方 法 是：否 定 存 在 虚 构 实 体。数 学 理 论 应 当 被 视 为 参 加 假 装 游 戏

（ｇａｍｅｓ　ｏｆ　ｐｒｅｔｅｎｃｅ）的邀请，在其中我们表现得好像存在特定的 数 学 实 体。假

装或者 使 信 算 子（ｍａｋｅ－ｂｅｌｉｅｖｅ　ｏｐｅｒａｔｏｒｓ）使 它 们 的 命 题 对 象 免 于 存 在 输 出

（ｅｘｉｓｔｅｎｔｉａｌ　ｅｘｐｏｒｔａｔｉｏｎ）。⑩65

无论如何，如同以上所说，基于虚构主义观点数学理论不是字面意义上为

真。尽管如此，数学使真理得到了清晰的表达。因而如果我们希望获得真，那

么当我们肯定一个涉及数学的物理理论时，我们必须从字面所说的内容中减去

（ｓｕｂｔｒａｃｔ）一些东 西。但 这 要 求 一 个 有 关 内 容 减 除 何 以 起 作 用 的 理 论。《有 关

性》⑩66中已经发展了一个这样的理论。

如果虚构主义论题正确，那么一个必须向数学理论提出的要求自然是一致

性。除此之外，菲 尔 德 又 提 出 了 第 二 个 要 求：数 学 必 须 对 自 然 科 学 理 论 保 守

（ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ）。这意味着，粗 略 而 言，借 助 数 学 而 从 一 个 经 验 理 论 中 推 出 的 陈

述，在不借助任何数学理论的前提下原则上也应能被推出。如果实际情况并非

如此，那么最终就会出现针对虚构主义的不可或缺性论证。例如，数学是否事

实上对物理学保守到目前为止仍然有争议。夏皮罗已经表述了一个致力于反

驳菲尔德论断的不完备性论证。⑩67

如果的确不存在数学（虚构）实体，正如某个形式的虚构主义所认为的，那么

就不会产生贝纳塞拉夫的知识论难题。因而相比于大多数形式的柏拉图主义，

虚构主义和数学的唯名论重构一起分享了这一优点。但诉诸假装算子就会得

出，数学语句的逻辑形式会因此多少与它们的表面形式不同。如果存在虚构对

象，那么可以认为数学语句的表面形式和它们的逻辑形式一致。但如果它们作

为抽象实体而存在，就会重新出现贝纳塞拉夫的知识论难题。

贝纳塞拉夫的认定难题是否被解决并不完全清楚。总体而言，虚构主义是

一个非还原论的说明。因为数学“故事”（ｓｔｏｒｉｅｓ）不同，一个数学理论中的实体

是否等同于出现在另一个理论中的实体并不确定。但伯吉斯（Ｊｏｈｎ　Ｂｕｒｇｅｓｓ）仍

然正确强调了数学和文学虚构的不同，因为虚构人物通常仅仅局限于一部虚构

作品中，而同样的数学实体出现在多样的数学理论中。⑩68 毕竟，有相同名字的实
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体（例如π）出现在了不同的理论中。可能虚构主义者可以坚持说，当数学家发

展了一个新的理论，但其中出现了“旧”的数学实体，那么所述实体就变得更清

楚了。相比从前，它被赋予了更多确定的性质，而只要能维持总体的一致性，这

就完全没有问题。

对形式主义的典范性反对意见似乎同样适用于虚构主义。虚构主义者需

要为如下事实找一些说明：某种扩张已经存在的数学理论的方式，比另一种与

之不相容的扩张数学理论的方式更可取。通常来说，至少表面上存在一个正确

的扩张数学理论的方式。

五、特殊话题

在近年，数学哲学的子学科开始兴起。它们的发展方式不完全由有关数学

本质的“大争论”决定。在这一节中，我们将考察这些分支中的一部分。

（一）基础与集合论

许多人将集合论视为某种意义上的数学基础。看起来，几乎所有的数学分

支都能在集合论中被展开，即使有时候这样做并不自然。在近年，集合论哲学

自身作为一门哲学分支已经开始浮现。这不是说，例如在集合论哲学特定的争

论中，一个人是从形式主义的观点还是从柏拉图主义的观点研究它们并不会造

成巨大的区别。

集合论最适合充当数学基础的论题并非没有争议。在过去的几十年中，范

畴论（ｃａｔｅｇｏｒｙ　ｔｈｅｏｒｙ）已经作为 扮 演 这 一 角 色 的 竞 争 对 手 而 出 现。范 畴 论 是 从

２０世纪中叶开始发展的数学理论。不像在集合论中，范畴论中的数学对象仅仅

被定义到同构层次。这意味着不能针对范畴论的概念和“对象”提出贝纳塞拉

夫认定难题。与此同时，（粗略地说）在集合论中可以完成的每件事在范畴论中

也能被完成（但方式不一定总是自然）。这意味着从一个结构主义者的视角而

言，范畴论是提供数学基础的颇有吸引力的候选。⑩69

一个从一开始就对集合论而言重要的问题涉及集合和真类（ｐｒｏｐｅｒ　ｃｌａｓｓｅｓ）

之间的差别。（在范畴论中，这一问题有其自然的对应问题：小范畴和大范畴之

间的差别。）康托尔的对角线论证使我们认识到，集合论宇宙作为总体不能被当
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做集合。康托尔定理表明，任意给定集合的幂集（也就是所有子集的集），其基

数比自身的基数大。现在假定集合论宇宙形成了一个集合：所有集合的集合。

那么所有集合之集合的幂集将是该集合的一个子集。这将和“所有集合之集合

的幂集的基数大于所有集合之集合的基数”这一事实矛盾。因此，我们必须得

出结论说：集合论宇宙无法形成一个集合。

康托尔称 那 些 过 大 而 无 法 被 视 为 集 合 的 复 量（ｐｌｕｒａｌｉｔｙ）为 不 一 致 多 数

（ｉｎｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ　ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｉｅｓ）。⑩70 今天，康 托 尔 的 不 一 致 多 数 被 称 为 真 类。有 些 数

学哲学家认为真类仍然构成单元，并且因此可以被视为一种类型的集。延续康

托尔的精神，它们因为过大而无法成为集合。尽管如此，这一观点还是存在问

题。正如不可能存在所有集合之集合，基于对角线化的原因，同样不可能存在

所有真类之真类。因 此，真 类 的 观 点 似 乎 被 迫 还 要 接 受 有 一 个 超 真 类（ｓｕｐｅｒ－

ｐｒｏｐｅｒ　ｃｌａｓｓｅｓ）的领域，等等。出于这一原因，策梅洛声称真类根本不存在。这

一观点不如它乍看起来那么奇怪。仔细加以考察，人们会看到在ＺＦＣ中，人们

从来不需要量化那些过大以至于无法成为集合的实体（尽管确实存在量化真类

的集合论系统）。基于这一观点，集合论宇宙是潜无穷的（在这个词的绝对的意

义上）。它从来不作为一个完成的整体而存在，而是永远增长并且因此永远未

完成（ｕｎｆｉｎｉｓｈｅｄ）。⑩71 这种 谈 论 方 式 表 明，在 我 们 理 解 潜 无 穷 这 一 观 念 的 尝 试

中，我们被导向了时态化的隐喻。毫不奇怪，这些时态化的隐喻引起了一些数

学哲学家们的强烈不适。

集合论哲学中的 第 二 个 主 题 涉 及 为 已 被 接 受 的 数 学 基 本 原 则，比 如ＺＦＣ
的公理而辩护。一个重要的历史案例研究是在２０世纪的最初几十年，选择公

理逐步被数学社群接受的过程。⑩72 该案例研究的重要性很大程度上归功于数学

共同体内部曾举办的有关其可接受性的公开而直接的讨论。在这一讨论中，接

受或拒绝将某一原则作为公理的一般原因得以浮现。在系统这一边，人们研究

了两种致力于一举为ＺＦＣ所有公理辩护的界 定 集 合 概 念 的 方 式。一 方 面，存

在对集合的迭代性界 定（ｉｔｅｒａｔｉｖｅ　ｃｏｎｃｅｐｔｉｏｎ），它 描 述 了 将 集 合 论 宇 宙 视 为 通 过
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幂集运算而从空集中生成出来是如何可能的。⑩73 另一 方 面，有 一 个 对 集 合 的 有

限大小（ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｉｚｅ）的界定，其认为每一个没有因为过大而不 能 成 为 集 合

的集，都是一 个 集 合。⑩74 迭 代 性 集 合 概 念 为ＺＦＣ的 有 些 公 理（比 如 说 幂 集 公

理）做了非常好的说明，但在其他公理上，例 如 说 置 换 公 理 上 就 没 那 么 成 功。⑩75

集合的有限大小概念能为其他公理（比如分类公理）做更好的说明。因此可以

说 并 没 有 能 够 清 楚 地 为 ＺＦＣ 所 有 公 理 辩 护 的 齐 一 的 界 定 （ｕｎｉｆｏｒｍ
ｃｏｎｃｅｐｔｉｏｎ）。

对超出ＺＦＣ的推定公理的说明构成了集合论哲学的第三焦点所在。⑩76 大

基数公理（ｌａｒｇｅ　ｃａｒｄｉｎａｌ　ａｘｉｏｍｓ）构成了一类这样的原则。如今大基数假说已经

被视 为 意 味 着 在 集 合 论 宇 宙 和 集 合 论 的 内 模 型 之 间 的 某 种 嵌 入 属 性

（ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ）。大 多 数 时 候，从 大 基 数 原 则 中 可 以 推 出 存 在 比 任 何

ＺＦＣ所能保证其存在的集合更大的集合。

较弱的大基数原则受到内在证据的支持（见第３．１节）。它们是从所谓的反

思原则（ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ）中得出的。这些原则陈述的是作为总体的集合论宇

宙如此丰富，因而它与自身一些集合大小的初始片段非常相似。较强的大基数

原则至今只受到外在的支持。许多研究者怀疑，例如说能否找到支持它们的反

思原则⑩77；然而其他人并不同意这些意见。⑩78

哥德尔希望在这些大基数公理的基础上，集合论中最重要的开放问题最终

能被解决。（所谓最重要的开放问题）就是连续统难题（ｔｈｅ　ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ　ｐｒｏｂｌｅｍ）。
康托尔在１９世纪晚期提出了 连续统假说（ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ　ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ）。它说的是：不

存在这样的集合Ｓ，在为其与自然数之间建立一一对应时，它太大；在为其与实

数之间建立一一对应时，它太小。尽管付出了很多艰苦努力，所有试图解决连
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续统假说的尝试都失败了。哥德尔开始猜测，连续统假说独立于集合论（ＺＦＣ）

已被接受的原则。１９４０年左右他成功表明连续统假定与ＺＦＣ一致。数十年之

后，保罗·科亨（Ｐａｕｌ　Ｃｏｈｅｎ）证明连续统假说的否定也与ＺＦＣ一致。因此哥德

尔有关连续统假说独立性的猜想最终得到了证明。

但哥德尔对运用大基数公理解决连续统难题的希望却没有根据。即使在

有大基数公理的背景下，连续统假说仍然独立于ＺＦＣ。尽管如此，大基数原则

成功解决了一些受限版的连续统假说（答案是肯定的）。所谓武丁基数的存在

性确保了分析中可定义的集合或者是可数的，或者具有连续统的大小。因而可

定义的连续统难题（ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎａｂｌｅ　ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ　ｐｒｏｂｌｅｍ）已经被解决。

在近年，人们的尝试聚焦在找一种不同类型的原则，它们既是得到辩护的，

并且同样也许能判定连续统假说。⑩79 从这项研究中浮现的一个更一般的哲学问

题是：一个原则要能成为推定的数学基本公理，它应当满足什么条件？

有些希望判定连续统假说的研究者认为它是真的，有些认为它是假的。但

同样有许多集合论学家和数学哲学家认为，连续统假 说 不 仅 在ＺＦＣ中 不 可 判

定，而 且 是 绝 对 地 不 可 判 定，也 就 是 它 既 不 能 被 证 明（在 这 个 词 的 非 形 式

［ｉｎｆｏｒｍａｌ］意义上），也不能被否证（在这个词的非形式意义上），原因是它既不

真也不 假。例 如 如 果 数 学 宇 宙 是 一 个 集 合 论 的 多 重 宇 宙（ａ　ｓｅｔ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃ
ｍｕｌｔｉｖｅｒｓｅ），那么，存在同等（好）的模型使得连 续 统 假 说 是 真 的，以 及 同 等 好 的

模型使得它是假的。此外就不用多说什么了。⑩80

（二）范畴性

在１９世纪下半叶，戴德金证明从同构的角度看算术的基本公理恰好只有

一个模型，对实分析的基本公理而言也是如此。从同构的角度看，如果一个理

论恰好只有一个模型，那么它就是范畴性的（ｃａｔｅｇｏｒｉｃａｌ）。因此以同构为模，算

术和分析各自恰好只有一个所求模型。半世纪以后，策梅洛证明集合论的原则

是“近乎”范畴性 或 准 范 畴 性 的（ｑｕａｓｉ－ｃａｔｅｇｏｒｉｃａｌ）：对 于 集 合 论 原 则 的 任 意 两 个

模型 Ｍ１ 和 Ｍ２，或者 Ｍ１ 与 Ｍ２ 同构，或者 Ｍ１ 同构于 Ｍ２ 的一个强不可及的
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阶，或者 Ｍ２ 同构于 Ｍ１ 的一个强不可及的阶。⑩81 近年来，人们已经尝试发展一

些论证以使策梅洛的结论能被强化为一个完全的范畴性论断；⑩82但在这里，我们

将不讨论这些论证。

同时，列文海姆—司寇伦定理告诉我们每个拥有至少一个其论域大小为无

穷的模型的一阶形式理论，必然拥有其论域大小为任意无穷基数的模型。由于

算术、分析和集合论的原则都最好有至少一个无穷模型，那么列文海姆—司寇

伦定理似乎也适用于它们。这与戴德金的范畴性定理不冲突吗？

这一难题的解决方案在于戴德金甚至没有隐性地用算术和分析基本原则

的一阶形式系统工作。相反，他非正式地用二阶形式系统工作。

让我们聚焦于算术看看这将导致什么。算术的基本假定包含了归纳公理。

在算术的一阶形式系统中这被当成一个模式（ｓｃｈｅｍｅ）而加以表述：对算术语言

中每个带有一个自由变元的一阶公式而言，归纳原则的一个实例都被包含在算

术的形式系统中。初等基数性方面的考量揭示了自然数有无穷多的属性没有

被一阶公式表达。但直觉上归纳原则对自然数的 所有 性质都成立。因而在一

阶语言中，我们无法表达数学归纳法原则的全部力量。基于这个原因，许多数

学哲学家坚持认为算术的假定应当用二阶语言表达。⑩83 二阶语言不仅包含统辖

论域中元素的一阶量词，也同样包含统辖论域的性质（或子集）的二阶量词。完

整的二阶逻辑要求二阶量词统辖论域的 所有 子集。如果算术原则在一个二阶

语言中加以表述，那么戴德金的论证就行得通，我们就有一个范畴定理。基于

相似的原因，若用二阶语言表述实分析的基本原则，我们将同样得到范畴定理，

而集合论的二阶表述将是准范畴性的。

柏拉图式的结构主义以及对数学的模态唯名论结构主义解释都能从二阶

表述中受益。如果柏拉图式的 结构主义者希望坚持“从同构的角度看，自然数

结构由皮亚诺公理确定”，那么她会希望用二阶逻辑表述皮亚诺公理。而且模

态唯名论结构主义者会坚持算术的相关具体系统是那些使得 二阶 皮亚诺公理
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为真的系统。⑩84 实分析和集合论也相似。因而，诉诸二阶逻辑似乎是在结构主

义纲领中分离出所意图的数学模型的最后一步。

但在数学哲学中诉诸二阶逻辑并非没有争议。第一个反对意见就是二阶

逻辑的本体论承诺比一阶逻辑的本体论承诺更高。毕竟运用二阶逻辑似乎将

向我们承诺抽象对象“类”的存在。在回应该难题时，布洛斯（Ｂｏｏｌｏｓ）表述了一

个对二阶逻辑的解释，它避免了对抽象实体的承诺。⑩85 在说明二阶量词的真值

条款时，他的解释运用了复量表达式（ｐｌｕｒａｌ　ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ）的术语，而没有援引类

（ｃｌａｓｓｅｓ）。例如，一个具有∃ｘＦ（ｘ）形式的二阶表达式会被解释为：“存在 一 些

（一阶对象）ｘ，它们具有性质Ｆ”。这一解释被称作二阶逻辑的复量解释（ｐｌｕｒａｌ
ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ）。在复量和集合的数学运用之间是否存在真实区别有争议。⑩86 尽

管如此诉诸二阶逻辑的复量解释将对唯名论版本的结构主义富有吸引力是清

楚的。

第二个反对二阶逻辑的意见可以追溯到奎因。⑩87 这一反对意见说的是对完

整二阶逻辑的解释和集合论的问题密切相关。这一点已经由大多数系统化、规

范化的二阶逻辑采用某个版本的选择公理作为自身的一条公理这一事实所表

明。但更令人担忧的事实是，二阶逻辑和集合论深层次的问题比如说连续统假

说不可分割地纠缠在一起。对于像算术这样意图描述一个对象的无穷集的理

论而言，甚至像二阶量词辖域的基数性这样的基本问题都与连续统问题等价。

同样，人们发现存在这样一个句子：它是一个二阶逻辑真理，当且仅当连续统假

说成立。⑩88 我们已经看到连续统问题相对目前已被接受的集合论原则独立。并

且许多研究者相信它绝对地缺乏真值。如果这就是事实，那么正是在二阶无穷

模型的观念中存在着内在的不确定性。并且许多当代数学哲学家认为后者并

不具有确定的真值。因而人们论证到，完整二阶逻辑的（无穷）模型这一观念就

是内在不确定的。

如果人们不想诉诸完整的二阶逻辑，那么还有其他方法确保数学理论的范
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畴性。一个办法是运用多少介于一阶和二阶之间的量词。例如可能有人会将

“存在有穷多ｘ”当作初始量词。这会允许人们，比如说构造一个范畴性的算术

公理化（系统）。

但是确保数学理论的范畴性并不要求引入更强的量词。将非形式的算法

可计算性概念当作初始概念是另一种选项。⑩89 田纳鲍姆（Ｓｔａｎｌｅｙ　Ｔｅｎｎｅｎｂａｕｍ）

的一条定理表明，皮亚诺算术的所有一阶模型，如果在其中加法和乘法是可计

算函数，那它们彼此同构。现在 我们的 加法和乘法是可计算的：否则我们从不

可能学习这些函数。那么这就是另一种我们或许能够凭借它而将我们算术原

则的意图模型分离出来的方法。但和这一阐释针锋相对的是，例如说，人们可

能会指出所意图的实分析模型的范畴性无法用这种方式得到保障。对于实分

析原则之模型上的计算而言，我们并没有扮演田纳鲍姆定理角色的定理。

如果接受算术 谓 词 集 的 某 种 无 限 制 性（ｏｐｅｎ－ｅｎｄｅｄｎｅｓｓ），那 么 人 们 可 以 在

不越出一阶逻辑的边界以及不诉诸非形式的可计算性概念的前提下得到算术

的某种范 畴 性 定 理。假 定 有 两 个 数 学 家 Ａ 和 Ｂ，他 们 用 各 自 的 言 语 方 式

（ｉｄｉｏｌｅｃｔ）断定了一阶皮亚诺算术公理。进一步假定Ａ和Ｂ认为使数学归纳法

的运用成为可能的 谓 词 的 集 是 无 限 制 的，并 且 都 愿 意 认 为 对 方 的 归 纳 模 式 为

真。那么，Ａ和Ｂ就 有 了 使 他 们 自 己 相 信 两 种 言 语 方 式 描 述 了 同 构 结 构 的

条件。⑩90

（三）计算与证明

在近几年以前，计算这一主题在数学哲学中没有受多少注意。这可能部分

是因为在数论的希 尔 伯 特 式 公 理 化 系 统 中，计 算 被 还 原 为 皮 亚 诺 算 术 中 的 证

明。但这一情况在近年得到了改变。由于计算在数学实践中的重要性不断增

长，看来在 未 来 几 年 中 对 计 算 这 一 观 念 的 哲 学 反 思 将 占 据 一 个 更 加 显 赫 的

位置。

丘奇论题（Ｃｈｕｒｃｈ'ｓ　Ｔｈｅｓｉｓ）在可计算理论中占据了一个核心位置。它说的

是每一个算法可计算的自然数上的函数都能由图灵机计算。

作为一条原则，丘奇论题的地位有些不寻常。它看上去是一条 基 本 原 则。
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一方面，这条原则几乎普遍地为真。另一方面，很难看出它如何能被数学地证

明。原因是它的前件里包含一个非形式概念（算法可计算性），而后件中包含一

个纯粹 数 学 概 念（图 灵 机 可 计 算 性）。数 学 证 明 只 能 和 纯 粹 数 学 概 念 相 联

系———或至少看上去如此。公认的看法是我们对丘奇这一论题的证据 是 准 经

验的。希望为丘奇论题找到有说服力的反例的尝试都失败了。人们也独立地

提出许多动议（ｐｒｏｐｏｓａｌｓ）来数学地捕获自然数上的算法可计算函数。有别于图

灵机可计算性，人们提出了广义递归性（ｇｅｎｅｒａｌ　ｒｅｃｕｒｓｉｖｅｎｅｓｓ），赫尔博兰德—哥

德尔（Ｈｅｒｂｒａｎｄ－Ｇöｄｅｌ）可计算性，ｌａｍｂｄａ可定义性等观念。但这些数学观念最

终被证明是等价的。因此，用哥德尔的术语说，我们已经为丘奇论题积累了外

部证据。

很久以前柯雷索（Ｇｅｏｒｇ　Ｋｒｅｉｓｅｌ）已经指出，即使一个论题不能得到形式地

证明，通过对直觉观念的严格但非形式的分析，仍然可能获得它的内在证据。⑩91

柯雷索称这些活动 是 非 形 式 地 严 格（ｉｎｆｏｒｍａｌ　ｒｉｇｏｕｒ）。西 格 尔（Ｗｉｌｆｒｉｅｄ　Ｓｉｅｇ）

详细的学术研究表明，图灵的《论可计算数及其对可判定性问题的一个应用》⑩92

这一影响深远的文章构成了对算法可计算性的直觉概念的这类分析的一个精

致的例子。⑩93

目前在计算的基础与哲学领域中最活跃的研究主题似乎是这些。首先，人

们已经投入精力研究结构上而非自然数上的算法的计算理论。尤其是，人们致

力于获得不同结构上算法性计算的类似于丘奇论题的结果。在这一语境中，在

发展实数上的有效 计 算 理 论 方 面，人 们 已 经 在 近 几 十 年 中 取 得 实 质 性 进 展。⑩94

第二，人们已经尝试说明有别于人类依算法可计算的可计算观念。其中有特别

意义的领域是量子计算领域。⑩95
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我们知道很多有关形式证明和形式可证性概念、它们与算法可计算性之间

的联系以及统辖这些概念的原则之间的关系。我们知道，例如，一个形式系统

的证明是计算可枚举的以及一个可靠的（足够强的）形式系统中的可证性受制

于哥德尔不完备性定理。但我们能从数学期刊中找到的数学证明并不是逻辑

学家意义上的形式证明：它是一个（严格的）非形式证明。⑩96 对于非形式证明和

非形式可证性概念以及统辖它们的法则，我们知道的就远少于形式证明和可证

性概念。尤其是，尽管人们从１９６０年代初就开始争论这一问题⑩97，非形式数学

可证性的外延是否与某些形式理论Ｔ中可证性的外延一致（ｃｏｉｎｃｉｄｅｓ），或者非

形式数学可证性这一概念是否清楚到足以让这一问题有一个明确的答案都并

不清楚。⑩98

过去几十年已经见证了计算机在其中扮演实质性角色的数学证明的首次

涌现。四色定理就是一例。这一定理说的是，对任一地图，只需要四种颜色来

给国家上色，就能确保任意两个有共同边界的国家颜色不同。⑩99 但这一证明区

分出许多由计算机验证的情形。这些计算机验证如此之长，以至于无法被人类

复核。四色定理的证明引起的有关这一问题的争论是：在何种意义上，受助于

计算机的证明仍然算作这个词真实含义上的证明？

普遍接受的观点是数学证明产生了先天知识。但当我们依赖计算机生成

证明的一部分时，我 们 似 乎 要 依 赖 电 脑 硬 件 的 恰 当 运 作 以 及 电 脑 程 序 的 正 确

性。这些看上去是经验性的因素。因此人们忍不住总结说计算机证明产生 准

经验的知识。⑩100 换句话说，由于计算机证明的到来，证明概念已经失去了它纯粹

先天的特征。其他人认为，当我们接受计算机证明时，我们所依赖的经验因素

并不作为论证中的前提而出现。因而计算机终究能够产生先天知识。⑩101
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六、未来

在２０世纪，数学哲学的研究几乎总是围绕数学对象的本质、统辖它们的基

本法则以及我们如何获得关于它们的数学知识而展开。这些是与传统形而上

学和知识论问题密切关联的基础性问题（ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎａｌ　ｃｏｎｃｅｒｎｓ）。

２０世纪下半叶，科学哲学中的研究很大程度上远离了基础问题，与科学知

识和科学理解（ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ　ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ）的增长相关的哲学问题变得更加中心。

早在１９７０年代，就 有 这 样 的 声 音 论 证 到：在 数 学 哲 学 中 也 应 当 发 生 这 样 的

转变。⑩102

几十年间，数学哲学中的这种想法只存在于某些边缘化的思想流派中。但

近年来，这一新运动与主流数学哲学之间的对立已经弱化。涉及数学实践的哲

学问题、数学 理 论 的 演 进 以 及 数 学 说 明 和 理 解（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎ　ａｎｄ
ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ）地位已经变得 更 加 显 赫，也 与 数 学 哲 学 中 更 加 传 统 的 问 题 产 生

了关联。⑩103 这一潮流在未来的几年中无疑会得到继续。

作为一个例子，让我们短 暂 地 回 到 计 算 机 证 明 的 主 题 上（见５．３节）。数

学家们面对计算机证明时产生的不适 感 的 来 源 似 乎 是 这 样 的：一 个“好”的 数

学证明似乎不应止 于 使 我 们 相 信 一 个 特 定 的 陈 述 是 真 的。它 也 应 当 说 明 为

什么题中的陈述成 立。这 是 通 过 指 向 通 常 联 系 了 不 同 数 学 领 域 的 深 层 数 学

概念之间深层的数学关系而做到的。⑩104 直到 现 在 计 算 机 证 明 通 常 只 运 用 十 分

低层次的数学概念。在 凭 自 身 发 展 深 刻 概 念 这 方 面，它 们 是 众 所 周 知 地 弱，

在联系不同数学领 域 中 的 概 念 时 也 存 在 困 难。所 有 这 些 都 将 我 们 引 向 这 样

一个哲 学 问 题———这 个 问 题 刚 刚 开 始 得 到 它 所 应 得 的 注 意：什 么 是 数 学

理解？

（责任编辑：王聚）
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